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张 量 是 数学 、 物 理 和 力学 等 学 科 的 必 备 工具 ,也 是 数学 的 一 个 重要 分 支 , 物 理 和 
力学 等 学 科 的 发 展 又 促进 了 这 一 数学 分 支 的 充实 和 完善 。 用 数学 描述 自然 界 物理 现 
象 的 变化 及 其 运动 规律 需要 引入 坐标 系 。 然 而 ,本 来 与 坐标 系 选择 无 关 的 自然 规律 ， 
其 数学 表述 形式 却 不 得 不 与 坐标 系 的 选择 联系 在 一 起 ,而 导致 人 们 对 其 物理 实质 不 
易 辨 识 。 张 量 的 引入 , 则 是 力图 既 采 用 坐标 系 而 又 摆脱 具体 坐标 系 影响 的 微妙 方法 。 
用 张 量 描述 自然 界 物理 现象 演变 规律 所 得 的 结果 ,在 任何 坐标 系 下 具有 不 变 的 形式 ， 
这 给 人 们 带 来 极 大 的 方便 。 由 于 用 张 量 演绎 的 结果 和 获得 的 方程 在 坐标 变换 时 具有 
不 变性 ,所 以 在 本 质 上 具有 普遍 性 ,从 而 张 量 为 基本 方程 (本 构 方 程 ) 的 推导 提供 了 非 
常 有 效 的 数学 方法 。 同 时 ,由 此 获得 的 方程 对 不 同 概念 的 统一 和 特殊 概念 的 推广 极 
有 启发 。 

美 是 大 自然 的 固有 属性 ,数学 中 的 美 在 张 量 的 表述 中 显得 尤为 突出 。 张 量 演算 
中 符号 的 简洁 和 对 称 的 外 观 使 得 张 量 最 适 于 对 自然 规律 作 精练 的 描述 。 然 而 , 张 量 
演算 中 上 下 标的 “多 姿 " 变 换 却 会 使 初学 者 产生 一 定 的 长 惧 心 态 。 其 实 , 只 要 掌握 其 
变换 规律 即 会 由 “心烦 ” 变 为 美的 享受 。 

我 执教 的 半 个 世纪 中 ,一直 都 在 从 事 数 学 .力学 和 与 土木 .机 械 相 关 的 专业 课程 
的 教学 和 研究 工作 ,对 培养 具有 坚实 的 数学 力学 基础 的 大 学 生 和 研究 生体 会 得 非常 
深刻 。 因 而 ,20 世纪 80 年 代 初 我 在 华中 工学 院 讲授 “ 张 量 分 析 ” 课 程 8 年 之 后 ,1996 
年 由 华中 理工 大 学 出 版 社 出 版 了 我 撰写 的 4 张 量 分 析 及 演算 》, 三 年 里 该 书 畅销 一 空 。 
多 年 来 ,我 收 到 许多 教师 .研究 生 关于 此 书 再 版 的 要 求 。 为 了 满足 读者 的 需要 ,经 过 
两 年 的 努力 ,该 书 的 修订 本 《 张 量 分 析 及 应 用 ) 终 于 和 大 家 见面 了 。 

本 书 第 1.2 章 介 绍 矢量 分 析 和 矩阵 ,是 学 习 张 量 的 基础 知识 ;第 3 一 6 章 介 绍 张 


量 . 张 量 代数 . 张 量 分 析 和 黎 曼 空间 的 曲率 ,是 本 书 的 主题 ;第 7.8 章 讲述 张 量 分 析 在 
固体 力学 中 的 应 用 ,特别 是 在 损伤 力学 中 的 应 用 ,其 中 第 8 章 的 内 容 取 自我 的 《损伤 
理论 及 其 应 用 》( 国 防 工业 出 版 社 ,1998)。 鉴 于 现代 教学 和 人 猎 究 工 作 中 计算 机 技术 的 
广泛 应 用 ,新 增 了 第 9 章 ,介绍 MATLAB 在 矩阵 和 张 量 运算 中 的 应 用 ,也 是 本 书 的 
特色 之 一 。 附 录 A—C 分 别 简 述 经 典 的 例题 .正规 正 交 化 和 曲线 坐标 系 ; 附 录 D 提供 
部 分 习题 的 证 明 或 解 题 的 全 过 程 ,可 供 教师 和 自学 者 参考 。 

本 书 系统 阐述 张 量 分 析 及 其 在 固体 力学 中 的 应 用 ,可 作为 大 学 数学 物理、 力学 、 
材料 .天文 土木. 水利、 交通 .航空 .航天 .信息 和 管理 学 科 的 研究 生 、 高 年 级 大 学 生 的 
教材 ,还 可 供 相关 专业 的 研究 人 员 及 工程 技术 人 员 参 考 。 

从 20 世纪 50 ERRA 80 年 代 初 ,我 受到 | 李 濒 | 教授 的 语 谅 教诲 ,在 此 对 导师 再 
一 次 表示 深切 的 怀念 。 我 的 学 生 毛 为 民 博 士 参 与 了 本 书 的 修订 工作 ,其 中 第 7、9 两 
章 由 他 撰写 ,全 书 由 我 统 稿 和 审定 。 清 华 大 学 出 版 社 的 编辑 佟 丽 霞 . 赵 从 棉 给 予 了 很 
大 的 支持 ,在 此 一 并 表示 感谢 。 

我 的 许多 朋友 和 学 生 ,在 使 用 和 学 习 了 我 的 原作 后 ,对 其 提 过 很 多 宝贵 的 意见 和 
建议 ,对 本 书 的 修订 工作 起 到 了 积极 作用 。 感 谢 同行 的 老师 和 学 生 们 对 本 书 的 厚爱 ， 
还 希望 今后 给 予 更 多 的 支持 和 关心 。 

作者 水 平 有 限 , 如 有 不 妥 之 处 , 恩 请 给 予 批评 指正 。 


余天 庆 
2005 年 10 月 于 武昌 
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Же АЛ и жЕ Ж е А ERAN, БЛИКА. ЖЕ 
梯度 、 矢量 场 的 散 度 和 矢量 场 的 旋 度 都 做 了 详细 的 推导 。 列 出 了 梯度 、. 散 度 和 旋 度 的 
运算 公式 ,有 利于 学 生 掌握 和 失 量 在 场 论 中 的 应 用 。 重 点 是 梯度 、 散 度 、 旋 度 的 演算 以 
及 Green 公式 „Stokes 定理 和 Gauss 散 度 定理 的 推导 和 应 用 。 


1.1 标量 与 矢量 
1. 标量 


仅 由 数量 确定 的 物理 量 , 或 由 一 个 具有 实数 值 的 .空间 一 点 的 函数 所 确定 的 物理 
量 , 称 为 标量 。 

假若 标量 与 坐标 系 的 选择 无 关 , 则 称 为 绝对 标量 ,或 不 变量 。 例 如 ,任何 实数 、 质 
量 、 密 度 .长 度 . 时 间 ,温度 和 力 做 的 功能 量 等 。 

今后 , 凡 谈 到 诸如 张 量 一 类 的 标量 ,都 是 指 绝对 标量 。 在 研究 张 量 的 解析 性 质 
时 ,还 将 遇 到 与 坐标 系 选择 有 关 的 标量 。 


2. kË 
我 们 先 把 用 数值 (大 小 ) 和 方向 表征 的 物理 量 称 为 天 量 。 矢 量 用 黑体 小 写 拉丁 字 
母 a,b,…;u,v,… 表 示 。 作 图 时 用 有 向 线段 A 表示 (图 1.1)。 有 向 线段 的 长 度 表示 
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矢量 的 大 小 或 模 。 矢 量 的 大 小 ( 模 ) 记 为 


B 
|а|=а (1.1) 
固 结 于 空间 某 一 点 (作用 点 ) 的 矢量 称 为 固定 和 失 量 , 沿 着 某 一 
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直线 但 没有 一 定 作用 点 的 矢量 称 为 滑动 矢量 , 既 无 一 定 作 用 线 又 
无 一 定 作 用 点 的 矢量 称 为 自由 矢量 。 本 书 所 讨论 的 矢量 代数 运算 图 1.1 
适用 于 自由 矢量 。 

应 当 指 出 ,不 是 凡 有 具有 数值 与 方向 的 物理 量 都 能 作为 矢量 ,矢量 还 应 具有 由 矢量 
代数 运算 规则 〈 见 1. 2 节 ) 所 确定 的 特性 。 

当代 表 两 矢量 的 线段 是 平行 的 , 则 称 两 矢量 为 平行 矢量 或 共 线 矢量 。 当 两 矢量 
a 与 b 有 相等 的 模 , 共 线 且 同 向 时 (图 1.2), 则 称 两 矢量 相等 , 即 


a=b (1.2) 
若 两 矢量 a 5b 的 模 相 等 , 共 线 反 向 时 (图 1. 3) , 记 为 
а =— b (1.3) 
Z 
图 1.2 图 1.3 


矢量 v 用 有 向 线段 0 表示 (图 1. 4) ,过 矢量 始 端 O sË Sr PRE Оу. N XE 
端 P 分 别 向 两 坐标 轴 作 垂 线 , 得 矢量 w 在 两 坐标 轴 Oy, Ot 上 的 投影 OM, ON, 分别 
ооо, Q P 点 分 别 做 两 坐标 轴 的 平行 线 ,得 矢量 v 沿 两 坐标 轴 On, ОС 的 分 量 


Од ,ОК, іру v's. Н 1.5 可 知 OQ=RP,OR 二 QP。 若 两 坐标 轴 之 间 的 夹 角 为 
9, 则 


ъ = о! + v? cos0 
о; = | а.о 
和 
о! 一 csc20 一 cscgcotg 
; | (1.5) 


v? =— csc0cot0 + оз csc2 0 


1.2 矢量 的 加 法 


R P 
P рт Z 
图 1.4 图 1.5 
注意 ,本 书 中 的 上 标 一 般 不 表示 乘 寡 ,平方 用 (o) ; (z) 表示。 但 在 不 会 引起 误 
会 的 演算 中 ,有 时 仍 用 上 标 表示 乘 若 。 
在 直角 坐标 系 里 ,矢量 的 投影 与 分 量 相 等 。 


1.2 矢量 的 加 法 
1. 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 


ена ВОО, ОК т а,Ь, MOQ, OR% ДӘЛ БЛ p BJ FIT DI 281 E B) 


HAROP, MAIRE ab 的 合 矢量 v iX 
о = а + Б А (1.6) 
这 就 是 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 。 一 切 矢 量 应 该 遵守 矢量 加 法 法 则 。 矢 量 加 法 法 
则 确定 了 矢量 的 第 三 个 必要 特性 。 因 此 ,能 用 有 向 直线 段 表示 的 、 且 遵守 平行 四 边 形 
加 法 运算 法 则 的 物理 量 或 几何 量 称 为 失 量 。 
矢量 减法 是 矢量 加 法 的 道 运算 。 式 (1. 6) 可 改写 为 


a = v—b (1.7) 
或 
а = v + C— Б) (1.8) 
容易 证 明 矢量 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 , 即 
a+b=b-+a . | (1.9) 
a+ (b+c) = (a+ b) +c (1.10) 


2. 3: 4 £ Ë 
模 为 1 的 矢量 称 为 单位 矢量 。 模 aZ0 的 矢量 a, 沿 a 方向 的 单位 矢量 记 为 


¿= (1.11) 


a 


第 1 章 矢量 分 析 


任 一 矢量 a 可 以 表示 为 与 a 同方 向 的 单位 矢量 a 和 a 的 模 a 的 乘积 , 即 
a = aa (1.12) 
在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 , 沿 直角 坐标 轴 X, y, z 的 单位 矢量 用 i,j ,Kk 或 eise? , e O 
表示 。 


3. 矢量 沿 直 角 坐 标 轴 的 分 量 


在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 , 任 一 矢量 a 可 以 表示 为 沿 正 交 的 三 个 坐标 轴 z у, 的 
分 矢量 a1i,asj,ask 的 矢量 和 (图 1.6), 即 
а= aiajnjiask (1.13) 
a 的 模 是 
4 一 |a&| 一 va) + (a,)2 + (аз)? 
例 1.1 写 出 三 维 空间 币 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 
P(2,4,3) 和 QC(1, 一 5,2) 两 点 的 位 矢 方程 ,并 分 
别 用 作 图 法 和 解析 法 求 这 两 位 矢 的 合 矢量 。 


解 (1) r =Ob=0OC+Ch+ BP 
一 2 二 47 十 3 


r =0Q=0D + DÈ EQ=i—5j+2k 
(2) 作 图 法 


HOP = r, , OQ = r, , ЦОР, 5 为 邻 边 作 平行 四 边 形 OPRQ, M x? Я 8 OR 


(图 1.7) , 即 得 mn ,rs КОК г +r, 


Ф jielyezyes 等 通常 都 是 用 来 表示 沿 坐标 轴 的 单位 矢量 ,字母 上 面 的 -路 去 。 


1.3 矢量 的 标量 积 


解析 法 
六 一方 十 产 一 (2 十 4 十 3K) + (0 5] + 2k) 
=3í— j + 5k 
例 1.2 试 求 平行 于 ri,r 两 矢量 的 合 矢量 ”的 单位 矢量 ,已 知 产 一 中 十 47 一 
5k.r,=i+2j+3k., 
E ARE 
r=r +r, = Qit4j—5k)+ G + 2j + 3k) 
=3i-+ 6] — 2k 
r =|r|=|3i+6j—2k|= V(3) + (6° + С 2)? = 7 
所 以 ,平行 于 r 的 单位 矢量 为 
r 3i+6j—2k _ 3. 
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验证 


+ 


1.3 矢量 的 标量 积 
1. 和 拓 量 与 标量 的 乘积 


矢量 а 与 标量 m 的 乘积 是 矢量 ma ,这 个 矢量 的 模 是 矢量 a 的 模 的 m 倍 ， 方位 
与 a 相同 ;指向 由 m 的 正 负 号 而 定 ,m 为 正 时 , ma 与 a 指向 相同 ,否则 相反 。 若 m= 
0, 则 ma HERE. 
若 a 和 4b 是 矢量 ,m 和 ?7 是 标量 , 则 
ma = am 交换 律 
т(па) = (mn)a 结合 和 
(1. 14) 
(m + n)a = та + xa 
m(a + b) = ma + mb 


2. КЕЗКА ж: 


空间 某 一 工 轴 的 方向 由 轴 的 单位 矢量 确定 。 以 e 表 示 x 轴 的 单位 矢量 ,以 а, R 
示 矢 量 a 在 z 轴 方 向 的 投影 ,并 称 为 矢量 a 与 单位 矢量 e 


的 标量 积 (又 称 点 积 )。 如 图 1. 8 所 示 , 其 表达 式 为 ai | 
а, =a+e=|alcos0, 0<0=<x (1.15) 0 | 
式 中 ,cosb 是 矢量 a Me 的 正方 向 夹 角 的 余弦 。 1% i; 


同样 可 确定 矢量 а 与 矢量 的 标量 积 。 考 虑 矢量 a 
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在 矢量 5b 方向 的 投影 a, 可 得 


а=а+Ёй=а,* b = acos(a,b) 


b 
由 此 得 到 
а + b = abcos(a,b) = аф = b,a (1.16) 
三 维 空间 里 , 正 交 坐标 轴 单 位 矢量 ijek 的 标量 积 
ici=j+j=k+k=1 (1.17) 
jesk=k+j=k+Ai=i+k=i-j=j+-i=0 (1.18) 


将 和 撩 旦 表 示 为 沿 坐 标 轴 的 分 矢量 的 矢量 和 ,a 一 ali 十 asj 十 ask,b 二 bi 十 bzj 十 
bsk, WA 
а• b =(aii+a:j А-а) * (biitb j + bsk) 
а + asb; + asb, (1.19) 
还 有 
a +a = (а)? = (а)? + (a)? + (аз)? (1.20) 
жа: b=0, Ha, b REFRE, N a,b 互相 垂直 。 
容易 证 明 ,标量 积 满足 交换 律 和 分 配 律 , 即 


а- Б = Б а (1. 21) 
a- (二 ec) 一 ap 二 ac (1. 22) 

还 有 
m(a + b) = (ma) * b = a • (mb) = (a • bm | (1.23) 


例 1.3 RRE a=2i+2j—k M b=6i—3j+2k 之 间 的 夹 角 。 
解 a b=abcos0 
а= V(2)? 十 (2)? 十 (一 1)? 二 3 
b= 4/06): С 3) + (2)? =7 
аЬ = (2) х (6) +02) (3) 0—1) Х (2) 
=12—6—2=4 


于 是 


а• Б 4 
соѕӢ Pra 3x7 0. 1905 


0 = 79°1' 
例 1.4 RRE a=i—2j+k ERE b=4i—4jHIk 上 的 投影 . 
解 矢量 总 沿 其 自身 的 单位 矢量 
p-b 4i— 4j +7 _ 4; 
b (4)? 十 (一 4)? 寺 (7)? 9 


4. 7 
oj tgk 


a 在 b 上 的 投影 


1.3 ”矢量 的 标量 积 


а: 60-210 [$i Tit Ck) 
-Dx ($)}+ 2 х (+)r (x (2)= 19 


@J 1.5 矢量 a 二 2i 一 6j 一 3k ЖЕ b 41-3) 一 大 决定 一 平面 , 试 求 垂 直 于 此 
平面 的 单位 矢量 。 
解 ” 设 垂直 于 a.b 平 面 的 矢量 c= 二 ci 十 cj 十 csk, 则 Cc BE Ға LEATH, 


c€ s a = 2с, — 6c; — Зсз = 0 


Вр 
2с) — 6с = 3с; (а) 
с. b = 46 十 3c — cs = 0 
即 
4с + 3c; = c; (b) 
联 立 解 式 (a) (b) 48 
cl = 0; C2 =— —cs 
c= (24-1) 
FE c 的 单位 矢量 为 
,eB 
ОО Са] 
-a (pigar fa) 
| 1.6 jiKiEa=(a- Dita» jj+la. JK, 式 中 4a 为 一 任意 矢量 。 
证 因为 a==aji 二 aysj 十 aak, 所 以 
аі = аі 1-а] •і+аз +1 = а, 
同 理 
а+]=а;, а• К = а; 
于 是 


a 一 QZ 十 ay 十 as 天 
= (а • 11+ (a+ j)j + (a * ЮК 
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1.4 矢量 的 矢量 积 


两 矢量 a 和 4 的 矢量 积 ( 简 称 和 拓 积 ,又 称 又 积 ) 是 一 矢量 c,c 的 模 是 a b 的 模 与 
两 矢量 夹 角 的 正弦 sing 的 乘积 ,c 垂直 于 a ,b 平 面 , Ha bie 构成 右手 系 ( 图 1.9), 
表示 为 


с =a Xb (1.24) 
c =absin0 (1.25) 
由 图 1. 9 很 容易 看 出 ,交换 律 对 矢量 的 矢量 
积 是 不 成 立 的 , H 图 1.9 
aXb=—bxa (1.26) 


车 a/b, 或 a 一 b, 因为 ѕіп0=0, HU axb=0, 
由 定义 容易 证 明 , 箔 卡 儿 直 角 坐 标 系 单位 矢量 的 矢 积 有 如 下 关系 ， 
ixi=0, jxj=0, kXk=0 (1.27) 
ixj=—jxi=k 
JXk=—kx j= i (1.28) 
кхр=—1хК =] 
利用 这 些 关 系 , 可 以 求 得 
ах b= (aii + ај аз) X (hit b,j bsk) 
= (azb; 一 40 并 十 (as 人 — aibs) j + (Cabs — azb К 


即 
i j k 
ахЬ= |а, а аз (1.29) 
b, bh b, 
可 以 证 明 , 分 配 律 对 矢量 的 矢 积 是 成 立 的 , 即 
aX(b+e) =ахьЬ+ахе (1.30) 


设 т 是 标量 ,有 
mla >x Б) = (та) X b 
= a X (mb) 
= (a X b)m (1.31) 
011.7 ia 3 B T b, 又 垂直 于 c, ИШ ах(Ь+с)=ахЬ+аХс„ 
证 а Ь,ахь 是 一 垂直 于 a,b 平 面 的 矢量 , 该 矢量 的 模 是 absin90°=ab, 
或 称 ab 的 模 ,也 就 是 说 ,这 个 矢量 是 b 乘 以 a ,再 将 ab 转 90°, 如 图 1.10 所 示 。 


1.4 矢量 的 矢量 积 


同 理 ,a Xc 是 一 垂直 于 ay,'e 平 面 的 矢量 ， 这 个 矢量 是 c 乘 以 a, 再 转 90 至 
图 1. 10 所 示 位 置 。 


用 同样 的 办 法 可 推 知 ,&X (8 十 ce) 是 矢量 (8 十 c) 乘 以 a, 再 转 90° 2 Ë] 1. 10 所 
示 位 置 。 . 
因为 aX(b 十 c) 是 以 aXb 和 axe 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ,所 以 有 
aX(b+c)=aXb+aXc 
例 1.8 r a=2i—3j—k,b=i+4j—2k, Ж (ахь; (2)bXa; (3)(a+ b)X 
(a—b), 


i j k 
解 (l)axb=(2i—3j—k)X G--4j—2k)=|2 —3 一 1 
| 1 4 —2 
=10i+3j+11k 

i j k 

(2) bXa =(it4j—2k)X(2i—3j—k)=|1 4 —2 

2 —3 —1 

= — ]0i—3j—11k 


与 (1) 的 结果 比较 ,验证 了 axb= 一 上 5Xa。 从 两 个 行列 式 也 容易 看 出 ,行列 式 
的 两 行 调 换 后 ,行列 式 的 值 改 变 一 次 正 负 号 。 
(3) a+b =(2i—3j—k)+(i+4j—2k)=3i+j—3k 
a—b =(2i—3j—k)—(i+4j—2k)=i—7j+k 


于 是 . 
(аЬ) X (a—b)= (3í-+- j —3k) X G —7j + k) 
=— 20i — 6j — 22k 
011.9 RÆ a=2i—6j—3k,b=4i+3j—k kE — FM, ЖЕШ FYT IBU A 
位 矢量 。 
解 axb 垂直 于 a,b 所 决定 的 平面 , 设 с=ахь, ж 
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i Jj k 
c =ax b= |2 6 3i = 15í—10J + 30k 
4 3 — 1 
¿= axb 
[ах | 


15i— 10] + 30k 
м (15)? + С 1032 + (30)? 
3 2,.6 
=7i үй k 


SERRARA- а Е iF k 011.5 求 得 的 结果 一 致 。 


15 矢量 的 三 重 积 


考察 矢量 a,b,c 的 混合 乘法 (aX5b)，c, 乘 积 是 一 标量 。 由 图 1. 11 可 以 看 出 , 这 
个 标量 的 绝对 值 等 于 由 矢量 a,b,c 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 , 即 
V = (aXb)»c (1. 32) 
V 的 正 负 号 与 矢量 a,b,e 的 相互 位 置 有 关 。 若 


矢 积 axXzp 与 矢量 ec 构成 锐角 ,， 则 VY>0, 此 时 三 矢量 a AA] 
a,b,c 是 右手 系 ( 图 1.11)。 反 之 , 若 V<0, 三 矢量 |, 

车 循环 置换 矢量 a,b,c 的 次 序 ， 即 考察 b,c,a = 
与 c,a,b 矢量 组 , 循环 置换 后 不 会 改变 原来 的 旋转 1. 
方向 , 即 原来 是 右手 系 的 矢量 组 , 循环 置换 后 , 仍然 
是 右手 系 ， 且 其 乘积 不 变 , 即 


V = ase (bX c) = b+ (c Xa) = с • (a X b) (1.33) 
这 一 点 很 容易 从 行列 式 的 性 质 得 到 证 明 。 


a, аз аз © 
а. (bX) = |b b b (1. 34) 
C] C2 C3 
行列 式 连续 进行 两 次 行 的 对 调 ,不 改变 行列 式 的 值 和 正 负 号 。 
车 矢量 a,b,c HH, Wa. (bXc)=0, 反之 亦 然 。 
下 面 考 察 
d = a X (b X e) (1.35) 


Ф 式 (1.34) 的 证 明 见 例 1. 10。 


1.5 矢量 的 三 重 积 


由 矢 积 的 定义 可 知 , Xe) уа 是 共 面 的 , 亦 即 b,c,d 三 矢量 共 面 ,于 是 
а (bXc)=0, 因此 ,可 以 将 矢量 d 分解 为 沿 矢量 与 c 的 分 量 , 即 
d = ab + Bc 
式 中 ,a,B 是 标量 。 因 为 4]a, 故 有 
d».a=ab-a+fc»a=0 


Bp 
а = А а, B=—=—A(b-. а) 
于 是 
а = А Ьа • с) – са • Б) ] (1.36) 
式 (1.36) 是 一 个 恒等式 , 对 任意 的 矢量 a,b,c З. К,А 是 一 个 不 变 的 常 
数 。 为 了 求 出 4 的 值 , 令 a,b,c 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 为 


a=i, b=i, с=] 


则 
iX (ix j) = АС pja. dD] 
所 以 
和 一 1 
而 与 矢量 a,b,c 的 选择 无 关 。 
最 后 得 | 
ах (Вх е) = b(a+c)—c(a+b) ` (1.37) 


结合 律 对 于 三 重 积 不 成 立 , 即 

ах (b X e) Z (a X b) X c 

(ах Б) Хе = b(a • с) —a(b • с) 
A. 38) 的 证 明 如 下 。 


(1.38) 


(a X b) Xc =— e X (a X b) 
H с,а, b {з (1.3 а,Ь, е, В 
Ca X b) X c= [a(c - b) —b(c + а)] 
= bla • с) —a(b • с) 
Ф) 1.10 若 а=аі+ај Баз К,Ь= 6146, ) ЫЬ, ссі, ј tck, Е 
a, a, аз 
а. (bxce)= |b, b, bs 


G C2 Сз 


证 а,(фхс)=а, |b b b, 
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== (aii azj + ask) . EONA — bc )i + (bac — bics)j 
-+ (bic — bci )k] 
= a; (b;cs — фзсз) + а; (6с) — bc) + аз (Б, сг — Ёс) 


а, а» аз 


= |b b b 
O co G 
例 1.11 若 P,Q,R 三 点 不 在 一 直线 上 ,用 a,b,e 分 别 表示 这 三 点 的 位 置 矢量 ， 
试 证 矢量 aXb 十 bXc 十 ceXa 垂直 于 P,Q,R 三 点 所 决定 的 平面 。 


证 设 矢量 7 为 P,Q,R 二 点 所 决定 的 平面 内 任 一 点 的 位 泗 矢 量 , 则 矢量 r 一 a， 
b 一 a 与 c 一 a 共 面 。 于 是 
(r—a) -[(b—a) X (c—a)] = 0 
或 
(r—a). aXb+bXc+cXa)=0 
所 以 矢量 a&Xa+BbXxc+cxa 垂 直 于 矢量 > 一 a, 亦 即 垂直 于 P,Q,R 三 点 所 决定 
的 平面 。 
例 1.12 试 证 
ахь) х (eX d)=b[a ° (eX d)]—a[b ° (сха) ] 
=c[a * (bX d)]—d[a ° (b>Xc)] 
证 由 式 (1.37) 有 
pX(lcxd)=c(p.d)—d(p.ce) 
$ p=aXb, WA 
Ca Xb) X (сха) = с[ (а хЪ) • d] — d[ (ахь) • c] 
= с[а • (b X d) | — d[a • (b X е) ] 
根据 式 (1. 38) 有 
(ахь) хд = Ба • 4) —a(b + q) 
%4=сха, д] 
(ахь) х (cX d) = Ба • (e Xd)]— a[b + (сха) ] 


1.6 ”对偶 基 矢量 - 


设 有 两 组 基 矢 量 ei ,e; ,es Же! ,e' ,es, 若 


Ф 本 节 各 除 式 中 的 分 母 均 为 标量 。 两 个 矢量 的 比 不 等 于 矢量 ,而 是 四 元 数 。 矢 量 “ 除 法 "运算 在 一 定 意义 
上 已 超出 了 矢量 代数 的 范围 。 


1.6 对 侦 基 矢量 


ГА е, X e; 
e= 
! е, * e, Хез 
e, X e 
e=— (1. 39) 
е, • е, Хез 
, el X e, 
e. = 
` e, ° е, Хез 
AIF е, • е Xe, 0, BJ 
ГА + 
е, * e, = е, + e= ез * ex = 1 (1.40) 
, ГА 
e° е = е • e, = 0 
ГА ГА 
ез е, = е • ез = 0 
ГА ГА 
ез* el = е • es = 0 
; ; (1.41) 
ex е, = е; * e = Ü 
ГА ГА 
ез е, = ез • ез = Ü 
ГА ` ГА 
ез» е = ез • ез = Ü 
ГА ГА ГА 
称 矢 量 组 @ s2 ,3 和 el ,ez ,es 为 对 偶 基 和 失 量 。 
; , е; X ез ее хе 
证 е е = e, ° 2 $ 一 2 3 = 1 
e, • е, Хез е * е Хез 
е е = е ез X е е'ёехе_е:ехХе_ 
2 ёг 2 ° 一 
е, • е, Х ез е, *е„ Хе, е, ° е Хе, 
el X e; e, *е, Хе e, ° e; Хе 
ез * e= e ° 1 2 __ ©з 1 2 __ ё 2 з — 1 


е, * е, Хез ее Хез е е Хез 


e; * e; Хе; ез Хез • е; 


еп е; = ез • е, = = 0 
e, * е X ез е, * е Хе, 
同 理 可 证 
eit e= е, + e= 0, езе = е + е, = 0, 
ehe e= езе 0, ее =e +е›= 0, 


ez. e= е; * е, = 0 
01.13 证 明 任 一 矢量 上 > 可 以 用 对 偶 基 矢量 el,es ,es 与 e1 ,es ,es 写成 下 式 : 
r= (r= eie + (r+ е,)е, + (r * es)es 
证 矢量 可 以 在 基 矢 e ,es ,es 上 分 解 为 
六 一 пе + те + r, es 
两 边 点 乘 e1 ,注意 到 е + ei 一 es， ет=0,е, • е =1,19 


гу = ге, 


, , 
Fo == Р е5, Hs = r e° ез 
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r= (rei)et+(r. e,)e, + (r еуез 


17 矢 函 数 的 微分 法 _ 
1. 矢 函 数 及 其 极限 和 连续 性 


(1) ЖЕНЕ АЈ ЩЕ У 
定义 ” 设 有 标量 变量 1 和 变 矢 量 a， 如 果 对 于 在 某 一 范围 内 上 的 每 个 值 ,a 都 有 
一 确定 的 矢量 与 之 对 应 , Ша 为 标量 ( 自 ) 变 量 上 的 矢 函 数 ， 记 作 
a = alt) (1.42) 
矢量 а 在 Oxyz 正 交 坐标 系 中 可 写 为 
a = аі Haj + a.k (1.43) 
式 中 ,a,,a,,a: 是 矢量 a 沿 三 个 坐标 轴 的 分 量 , 或 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 。 
以 矢量 ab 的 始点 O 作为 坐标 原点 , 当 上 变化 
时 ,a (1) 的 终点 P 就 在 空间 描绘 出 一 条 曲线 / 
(图 1.12),. 这 样 的 曲线 称 为 和 撩 函数 a(t) 的 和 失 端 曲 
线 。 式 (1.42) 或 式 (1.43) 则 是 此 曲线 的 失 量 方程 。 
由 于 把 aw) 的 始点 取 作 坐 标 原点 ,所 以 a (z) SE 
际 上 就 成 为 其 终点 了 的 入 径 。 矢 径 的 三 个 坐标 分 量 
а, (1) ,ay(t),a:(t) 正 好 对 应 地 等 于 它 的 终点 P 的 三 
个 坐标 x ,y,z, 即 图 1.12 
х= a(t), y=a, (t), z=a(t) (1.44) 
这 就 是 曲线 / 以 上 为 参 变量 的 参数 方程 。 
(2) 矢 函 数 的 极限 
定义 BRAM абое t 的 某 个 邻 域内 有 定义 ,as 为 一 常 矢 , 如 果 对 于 任意 
给 定 的 正 数 s, 都 存在 一 个 正 数 6, 使 得 当 1 满足 0 二 | 一 ,| 二 6 时 ,有 


| a(t) — а, |< є 
成 立 , 则 称 当 tto В РЁ ЖК ai) 有 极限 a , 记 作 
Hima(t) = a (1.45) 


这 个 定义 与 标量 函数 的 极限 定义 完全 类 似 。 因 此 , 矢 函 数 有 类 似 于 标量 函数 中 
的 一 些 极限 运算 法 则 ,如 
limu (Da) = limu(t) lima(t) (1.46) 


17900 


lim[a (2) + 0) | = lima(t) + limb(z) (1.47) 


Ыы) 
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lim[a(z) + 40) ] = lima(t) • limb(t) (1.48) 
lim[a (z) X БС) | = lima(t) X limb (it) (1.49) 
其 中 ,u(t) 为 标量 函数 ,a(t) b O ERRA, H tt Bout) alt), b) AI BR ER 
存在 。 
设 
alt) = а, ita, )j + a.)k 
则 有 


lima(t) = lima, (t)i + lima, (t) j + lima, (t)Kk (1.50) 


"to t to t to 


(3) R RR BJ E Z FE 
EX ERRA асот г 的 某 个 邻 域内 有 定义 ,而 有 全 有 ` 
lima(t) = ao (1.51) 


— fo 


则 称 a( fE t= 处 连续 。 
ER РА a(D 在 某 区 间 内 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 a(b 在 该 区 间 内 连续 。 


2， 秋 函数 的 导数 


EX RRRA aA г NE да 与 对 应 的 A: 之 比 


Аа _ aG L Л) alt) 
At At 


在 At->0 时 ,其 极限 存在 , 则 称 此 极限 为 和 撩 函数 a(t) 在 点 1 处 的 导数 , 记 作 
Aa _ lim ас + At) —a(t) 


dt lim At м-0 At (1.52 
若 a(t) 写 成 分 量 形式 , 即 
alt) = а, Hi +a, j a ik 
则 
da _ da., | da,, | да. 
+ ki TO tak (1.53) 


同样 可 定义 高 阶 导数 。 

КЕРЕН}, 0908 矢量 ,其 方向 沿 矢 函数 ab 
矢 端 曲线 的 切线 。 

考察 比例 式 各 .这 个 比例 式 是 一 矢量 ,其 方向 沿 l 


КРАЖ a(t) 矢 端 曲 线 的 市 线 PP (图 1.13)。 当 At 趋 
近 于 零 时 ,点 Р, 趋 近 于 点 P, 割 线 则 趋 近 于 点 P 的 切 
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线 。 因 此 ,矢量 到 的 方向 ,是 沿 矢 函数 cC2) 的 矢 端 曲 线 上 相应 点 的 切线 。 


з. Хажи ЖАА 
# a,b,c 是 标量 上 的 可 导 矢 函数 ,% 是 上 的 可 导 标 量 函 数 , 则 有 
Че=0 (e ж) 


d азу da db 
40060 л, а; 
d _ db , da 
459° b)=a 下 十 元 


d db da 
q (a> b) ax ra b f (1. 54) 


-b 


да, d$ 
а 48 


d _ 
q; Ca) $ 


d __ ас 
^4 * bXc)=a bx tra 


db da 
9; bxe 


d de db da 
464 Хо )=ах [px r] Tax (9с) +96 х хо) 


上 述 各 式 中 的 相 乘 次 序 很 重要 。 这 些 公式 的 证 明 方法 ,与 微 积分 学 中 标量 函数 
的 类 似 公式 的 证 明 方法 完全 相同 ， 


4. £ b Ж 65 p + Ж 
жа 是 几 个 标量 的 矢 函 数 , 辟 如 是 x,y,z 的 矢 函 数 , 则 写成 a—a(r,y,z), ШЖ 
下 列 极 限 存在 , 则 a 相对 于 x 的 偏 导数 定义 为 


да _\. а(х Дх, у,2) –а(х,у,х) 
ип 
X Ar Ах 


同 理 ， f 
да _ |. QZ y 十 Ayyz) 一 GCCryyyz》 
im 
ду ao Ay 


(1.55) 
р а(х, zt Az)—a( yoz) 
dz lim > Az =z 
单 变量 矢 函 数 的 连续 和 可 导 性 的 表述 ,可 以 推广 到 两 个 或 多 个 标量 变量 的 矢 函 
数 。 例如 ,如 果 lima(zx 十 Ar,y 十 Ay) =al y) ,或 者 如 果 对 于 每 个 正 数 s，, 我 们 都 能 


Ay*0 


找到 正 数 68, 使 得 |Az| 二 6 和 |Ay| <ë 时 ,有 |aCz 十 Arz,y 十 Ay) 一 a(Czy |1<e, 则 称 
а(х,у) 是 连续 的 。 
高 阶 偏 导数 可 定义 为 


1.7 矢 函 数 的 微分 法 


17 


да 2 2а) 
д? эт (Эт 
26 = (а) 
ду? дуду 
а = 2 (20) 
дз? ГАС (1. 56) 
Fa = 7 (%2) 
9хду Әдх\ду 
да _ 9 2а) 
дудх ` AE 
` д? а? 
如 果 a 有 二 阶 或 更 高 阶 连 续 可 导 性 , 则 元 亿 一 区 优等 与 求 导 的 次 序 无 关 。 
xay yðx 
类 似 地 有 下 列 导数 公式 ; 
9 — 22120, 
7769 * b)=a 5252.6 
2 (ахь) =ах 2699 хь (1.57) 
ax Әх aðr 
д? ap ‚да əb, да ә, Pa 
Iyar t 0) а * от Jy Әх Әх `ду дудх 


5. KRAT 


由 图 1. 13 可 知 ,学 是 一 矢量 , 称 da ÆR Ща 在 点 上 的 微分 。 显 然 , da 的 方向 


也 是 沿 矢 肾 数 a(z) 的 矢 端 曲线 上 点 г 的 切线 。 
将 微分 da 写成 沿 坐 标 轴 的 分 量 形式 , 即 
da = da,i + da,j + da,k 
于 是 有 


| da |= /(da,)° + (da,)° + (а, Y (1.58): 


对 于 矢 径 函数 
r= rit y(t)j + z=(t)k 
其 模 


| dr |= / (ах)? + (dy)? + (dz)? (1.59) 
若 在 规定 了 正 向 的 曲线 :上 , 取 定 一 点 作为 计算 弧 长 s 的 起 点 ,并 将 /的 正 向 取 

作 s 增 大 的 方向 ,这 样 ,在 7 上 任 一 点 处 , 绝 长 的 微分 
ds =+ VCdz) + (dy): + Сах)? (1.60) 


可 见 
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| dr | = | ds | (1.61) 
BI , 矢 径 函数 的 微分 的 模 等 于 其 矢 端 曲线 的 弧 长 微分 的 绝对 值 , 从 而 有 

drj |дг| _ 

d| Td] 1 (1.62) 


这 说 明 , 矢 径 函 数 对 (其 矢 端 曲线 的 ) 弧 长 ; 的 导数 下 为 -单位 矢量 。 


例 1.14 a=5rittj—ťk, b= sinti — соз] , 求 04а b); DÅ axb); 
d 
Oge . a), 


dcas Буа: db. da , 
解 (1) He b)=a а; b 


= (5#ittj— tk) * (costi sintj) 
+(1011--] — 312) * (sinti — costj) 

== 51 cost+tsint+ 10ztsint— cost 

= (512 — 1)соз/-Е 115и 


d ay ax 48-4 да 
(2) gerd а 4-р 


і j k i j k 
= | 51 1—8 |+ |107 1 — 31? 
cost sint 0 sint —cost 0 


=[ f sinti — t’ соѕіј + (512 sint—tcost)k] 

+H[— 322 costi — 3:951] +(—10tcost—sint)k] 
= (# sint — 31" cost)i— (t cost t 3/2 sint) j 

+ (512 sint—sint—litcost)k 


=2(5tittj— tk) + Goti tj— 3t k) 
=100 +2t+ 6° 


例 1.15 求 曲线 z= 十 1,y 二 41 一 3,z 二 28 一 6t 上任 一 点 的 单位 切 矢量 。 
解 ” 曲 线 上 任 一 点 的 切 矢 量 


ан Фе Did DIEP 
4 Tt +1)#+ (it — 3)j + (22 — 62)K] 
= 2i +4j+(4t—6)k 


1.8 矢 函 数 的 积分 法 


切 矢 量 的 模 
£ = JOD F F ar 6: 
单位 切 矢 量 
і +4) + (4t— OK 
м (21)? + (4)? + (4: — 6)? 
注意 到 
dr| _ ds 
t dt 
所 以 
T — dr/dt dr 
ds/dt ds 


例 1.16 # а= (222 y— rti (e> 一 ysinz)j 十 (zx?cosy)k, 求 CDP, 258, 


oa д?а 
0092956080995). 


д 9 ñ . . 
# a) т=з? y z i+ (e> — ysinz) j+ (a? cosy)k 


=(4xry— 4r’ )i 


(уе? — ycosz)j--2zxcosyk 
ga д 


(2) Эу 3y 


(22° ул! i+ Ze? ysin) j+ Ca’ cosy)k 


=2xz i+ (re? —sinz)j— z’ ѕіпуҝ 


Fa _ да _ 9 2. д ту А . 8 2 
(3) Этду Эудт` Әх 7 Jitz (re sinz)j 5265 siny)k 


=4<xi-+-(rye”> +e” — coszr)j— 2r=sinyk 


1.8 矢 函 数 的 积分 法 
1. АЖЕ Ж ЕЯ Z 
矢 函 数 的 积分 运算 与 标量 函数 的 积分 运算 类 似 。 设 


da _ 
% b(t) (1.63) 


那么 
a= foodie (1.64) 
式 中 ,c 是 任意 常 失 量 。 
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标量 函数 不 定 积 分 的 基本 性 质 对 于 矢 卫 数 仍然 成 立 ,例如 
Lacoa; = 1667 (и 为 常数 ) 


fa 00а =a- [коош (a 为 党 所) 


[сао + b(t) Jdt = [ео + aya: 


(1.65) 


(1,66) 


(1.67) 


设 矢 函数 асот к СТ, ‚ T, ] F E 2 , W а(1Е[ Т, ‘T: ЕШ ЕНУ 2 


T, 
| alt)dt = b(T,) ЪТ) 


(1.68) 


根据 式 (1. 54) 、 式 (1. 63) 和 式 (1. 64), 可 以 得 到 类 似 于 标量 函数 积分 运算 中 的 一 


些 关系 式 。 例 如 ,可 以 得 到 “分 部 积分 ”的 一 些 公式 : 


式 中 ,m 是 标量 函数 ,a,b ERAK. 


(1. 69) 


2 
例 1.17 R FARY: aa wf adt, aa) = (2+40)i+ 6 j+ 
1 


8k, 


й a) [аса = [се 44014 6:27 + 8Ë kd: 


= (2t 十 28 十 ci 十 (2 4-с) ј + Ot + сз) 


其 中 Ci sC2 • Сз 为 任意 常数 。 
2 
(2) facar = [HADH 2 j + kE 


= 81 + 14j + 30k 


例 1.18 基质 点 的 位 矢 为 rO WERE o= Z, mE а 49 


的 加 速度 为 
а = (6cost)i + (4sint)j + e 二 
时 , 求 r(2) 与 v(z) ,其 中 0) 二 0,wv(0)= 二 0。 


= z. SEA 
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解 v= Гаа: = (costa); + (Гемма) + ([е&)к 
= (6sint с Ji + C— 4соѕ + c, )j Се" ез) 
н Р о(0) =0, ci ==0,со==4,сз = 1, Вр 
v = (6sint)i + (— 4cost + 4)j + (— e~” + 1)К 


于 是 
r= [wde 


= (esia) i+ (| асове ++ )у + +(| ce + Ddz)k 


= (— 6cost + с) + (— 4sint + 4t +c:)j +(e“ 十 上 十 cs) 天 
由 于 r(0)=0,B с, =6,с; =0,с; = 1, 于 是 
r(t) = (— 6cost + 6)í + C— 4sint + 4t)j + (e! +t—1)k 
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1. 标量 场 及 其 等 值 面 


如 果 空 间 里 的 每 一 点 ,都 对 应 着 某 个 物理 量 的 一 个 确定 的 值 , 则 称 在 此 空间 里 存 
在 着 该 物理 量 的 场 。 如 果 物 理 量 是 纯 数量 , 则 称 这 个 场 是 标量 场 。 例 如 温度 场 、 密 度 
场 等 都 是 标量 场 。 如 果 物 理 量 是 矢量 , 则 称 这 个 场 是 和 失 量 场 。 例 如 力 场 .速度 场 等 都 
是 矢量 场 。 

在 标量 场 中 ,当选 定 了 坐标 系 Oxyz 后 ,各 点 处 的 物理 量 可 表示 为 

Ф = Plr, y,z) 

即 一 个 标量 场 可 以 用 一 个 单 值 连续 函数 表示 ,我 们 假定 这 函数 具有 一 阶 连 续 偏 
导数 。 

标量 场 中 具有 相同 数值 物理 量 的 各 点 所 构成 的 曲面 , 称 为 等 值 面 ,等 值 面 方 
程 是 

Ф(х,у,х) = C (C 为 常数 ) (1.70) 
28] Н ,Ф(х, у) =С 表示 等 值 线 。 


2. 标量 场 的 梯度 与 方向 导数 


为 了 解 标量 场 中 标量 更 的 变化 情况 ,需要 研究 标量 场 的 梯度 与 方向 导数 。 

下 面 考察 标量 @ 在 场 中 各 点 处 的 邻 域内 沿 某 一 方向 的 变化 情况 。 

若 在 标量 场 BLP) 中 的 一 点 了 处 ,存在 这 样 的 矢量 G, 其 方向 为 函数 BC(P) 在 P 
点 处 变化 率 最 大 的 方向 ,其 模 是 这 个 最 大 变化 率 的 数值 , 则 称 矢量 G 为 函数 @(P) 在 
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点 了 处 的 梯度 , 记 作 вгааф, В] 
grad = G (1.71) 


在 直角 坐标 系 Oxyz EWA P 的 坐标 为 Pasy) ,对 于 定义 在 空间 某 区 域 上 
的 标量 场 8B, 点 P 处 的 梯度 为 


grad® = +5 + 29, (1.72) 


1520 
为 方便 起 见 , 引 入 哈密 顿 算 子 


. д . д д 
у= lis tk (1.73) 
于 是 
grad® = E 十 了 +k 区) = үф (1.74) 
у 是 一 MERR HIM ДКНЫ. 这 一 点 在 下 面 讨 论 矢 量 场 的 散 
度 与 旋 度 时 更 为 重要 。 


Ея ФЕ Р 的 梯度 grado 是 一 个 矢量 ,其 方向 是 函数 下 变化 最 快 
的 方向 ,其 大 小 是 @ 沿 该 方向 的 变化 率 , 即 函数 瑟 的 最 大 变化 率 。 下 面 讨论 沿 任意 
给 定 方向 ,函数 Ф 的 变化 率 。 

АРУ кВа 给 定时 ,过 点 沿 a 的 方向 作 直 线 / 
《图 1.14) ,在 1 上 取 与 P 点 邻近 的 一 点 Q, 令 PQ=S, 当 QP 
时 ,比例 式 


АФ _ ФО) — ФР) 
S, PQ 
的 极限 存在 , 则 称 上 式 的 极限 为 函数 B(P) 在 点 卫 处 沿 a 的 方 图 1.14 
向 导数 , 记 作 


— lim EQ — ФСР) 
Qer PQ 


4Ф_ Es CECS) ICS) CS») ] 
S=0 
_ Әф dz | 9@ dy афа 
oz dS gdydS dzdS 


= вгааф 。 9° =G.a (1.75) 


式 (1.75) 表 明 , 梯 度 G 在 a 方向 上 的 投影 正好 等 于 函数 更 在 该 方向 上 的 方向 导数 。 
如 果 的 梯度 矢量 gradd 与 单位 矢量 4 的 夹 角 为 0, 则 gradG6 + а= | grad@ | 
cosô, HETI №, | gradd| PRE Ф 变化 率 的 最 大 值 。 
例 1.19 对 于 标量 场 B(x,y,zx) 二 xz? 十 yy 十 2z? 十 2xy, 求 B(x,y,z) 的 梯度 以 及 
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在 点 (1,2,1) 处 、 沿 ¿=i 方向 上 的 方向 导数 。 


Фк 


саф, дф. 
解 grad = УФ 了 十 Jy + Jz 


= (224+ 2у)і + (2y + 2z)j + 42 
在 点 (1,2,1) 处 ， 
Vo = 614-6] + 4k 
于 是 方向 导数 


ve. à = [CO X (1) + (6) X (2) + (4) X (2)] = 5 


011.20 试 证 (1)Y (F+ G)=VF4+4 SG; (2)V (FG) 二 FIG 十 GYF, 式 中 下 和 G 
Ж х,у, 的 可 导 标 量 函 数 。 


证 ()YCFLG) = (iZ +к > )‹Е+с› 
л ду д2 


=i (F+G + 2 (F+G +k (F+ Сс) 
дх ду dz 


FoF F (дб | ӘС Әб 
Sigs i ay kaz ах I ay tk 
= VF + NG 


(2) V (FG) 


[| 


(i 六 + LEA сво) 
= EFO i+ LFO j + ČO) 

= (859 +692) (Е%®Ё +658) + (PGE 
=F( 057 + 026) (950957 5) 


= FVG + СУЕ 


1.10 RÆKKE 


设 a 为 定义 在 空间 某 区 域 上 的 矢量 场 ,在 直角 坐标 系 中 a== [а, (x, y,z)， 
ay (zyyz),ac(z yz)] ,在 任 一 点 P(x,y,z) 处 的 散 度 定义 为 
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diva = 22= 4- 9%» + да. (1.76) 


标量 场 diva 又 可 写成 Y . a, 于 是 有 


diva= V + a 
.0 ‚ д d . А 
= atiz tia) laita, j tak) (1.77) 
_ Ja, , да, | да, 
дх + ду + дх 
对 于 标量 场 @, 有 
div(grad®) = V + УФ 
_ 3 (2), 9 /38\, ә рәф 
ala) tala) tal) 
= lp oP (1.78) 


3r’ ду? дг? 
式 (1.78) 右 端 称 为 标量 场 Ф 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 符 , 用 VV :或 Ag 表示 , 算 子 
а? 2 д? 
Ç A эз ШЕР; + 22 (1.79) 
叫做 拉 普 拉 斯 算 子 。 偏 微分 方程 
PP PP, дф 
22 ay д? (1.80) 
叫做 拉 普 拉 斯 方程 。 满 足 拉 普 拉 斯 方程 的 函数 叫做 调和 函数 。 
011.21 RREY a= xz — 2з? ј хуз, әң P(1, 一 1,1) 处 的 散 度 。 


‚д ‚ д д ñ . 
解 уна (iz iay tki) Сабай 2y j + луга) 


д, 2 зр 2 2 
326 2+ 55 25у? ж ) + s; (ay z) 


II 


2zz — 6y’ z + ху? 
在 点 卫 (1 ,一 1,1) 处 ， 
Уа |р =2X(1 X06010) 6х (1) Хх (1) + (1) х (1) 一 一 3 


例 1.22 щт (+)=0. 


E v(a) (а) (арра) 


z ) E + у? + «ЭЛТ = rlr Hy 4 2) 
之 
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1.11 矢量 场 的 旋 度 


2 3 
WEET. =>) ŽI хб + у* Hz] 
=3л*(х* +y 2 t — (z: +y: + 22)" 
_ 2x= y — а? 
(а + y? + 22) 
д? 1 _ 2y — 22 — д? 
1 (VF) 57 


д? | 1 _ 26? — у? — т? 
Әг? ура) G + у* + 2) 
三 式 相 加 得 


а? а? а? 1 _ 
(ал зуб ә) (урур) 
可 见 所 证 的 是 拉 普 拉 斯 方程 ,8= 二 就 是 这 个 方程 的 解 。 


例 1.23 对 于 常 矢 量 a, 试 证 div(eXr) 一 0。 


证 iZ a=a,i+a,j 十 ak, 则 
а Хг = (а= —a,y)i+ (а,х —a,zx)j 


+ (ay — a,x )k 


从 而 
А д 9 
div(a X r) =—(a,z —a,y) + (ах —a,z) 
дх ду 


9 
十 Jg oy аух) = 0 


1.11 矢量 场 的 旋 度 


设 坐标 系 Ozyz 为 右手 系 的 正 交 坐标 系 ,对 于 矢量 场 ae(Cz,y,z) 一 a.(Czyyyz)i 十 


а,(х,у,#&)]-+а„(х,у,г)К,Щ 
(еу (ое нра a Oo] aao 


所 定义 的 矢量 场 叫做 а 的 旋 度 , 记 作 curle。 式 (1.81) 可 写成 YV Xa, 即 
Уха (is tj К) сайа аж) 


i j k 
9 ә а 
= 3: фу z f (1.82) 


a, а, а, 
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例 1.24 {#Жа=хт#5ї—2х°* yzjt2yz k, RKA P(1, 一 1,1) 处 的 旋 度 curla 。 
解 curla =V Xa 


(: = Fi tk Z) X (azti 2a ув] +2yz k) 
i j k 
_|ә9 д 9 
дх ду д2 
лэ? 一 272yz 2yz 


= 2 yt —2 — 2 y2 ; СА 3 _ 8 4 В 
= (55022 ) 一 区 (一 2z у) + | 元 czs ) 一 元 C2yz J 
д — 2 _— 9 3 
+5 2х yz) sy zz > |k 


= (22 +222 у) +3rz j—4xryzk 
=3j+4k (在 点 P(1 ,一 1,1) 处 ) 


1.12 关于 梯度 、 散 度 、 旋 度 的 公子 


设 F,G 为 标量 场 ,a,b 为 矢量 场 , 并 设 它们 连续 且 存 在 二 阶 偏 导数 。 


grad(F +G) = V (F+ G) = VF + VG (1.83) 
grad( FG) = V (FG) = GVF + FVG (1.84) 
Чйу(а-+Ь)=\У,*(а-+Ь)=\М,а-+\У<,+,Ь (1.85) 
curlla +b) = VX (a +b) = V ха+уУхЬ (1.86) 
div(Fa) = V +s (Fa) = (VF) +a + F(V + a) (1.87) 
curl(Fa) = V X (Fa) = (VF) X a + F(V X a) (1.88) 
амба X b) = Ç+ (a Xb) = (V Xa) • Ба • (У X b) (1.89) 
curl(a X b) = Ç X (a X b) 

=(b.V)a— (gag. V)b+(V-»-b)a—(Ve•a)b (1. 90) 


grad(a • b) =V (a • b) 
=(b. У )а (а V)b+bX(VXa)+aX(VXb) (1.91) 


div grad F = V+ (VF) = VÇ°F , (1.92) 
curl grad F = V X VF = 0 | (1.93) 
div curla = V+ (V Xa) = 0 (1.94) 
curl curl e = V X (V Xa) = V (V s a) — У ѓа (1.95) 


这 些 公 式 的 证 明 将 部 分 地 作为 本 章 的 练习 题 , 由 读者 自 证 之 。 为 了 帮助 读者 推 
证 ,下 面 用 哈密 顿 算 子 证 明 其 中 三 个 较 复 杂 的 公式 。 


1.13 梯度 . 散 度 . 旋 度 定 义 的 不 变性 


由 于 哈密 顿 算 子 兼 有 微分 性 质 和 矢量 性 质 ,因此 ,在 运算 中 除了 要 遵循 微分 法 则 
外 ,还 要 遵循 矢量 运算 法 则 ,例如 式 (1. 33) 和 式 (1. 37) 。 
МУ/,(ахЬу)=\Х „+#+(ахЬ)—\,„,(фрха) 
这 里 ,Y 下 的 字母 表示 Y 仅 对 该 字母 表示 的 矢量 作用 。 如 果 Y 后 只 有 一 个 矢量 ， 
就 没有 必要 再 加 下 标 。 因 此 
Ve (aXb) = b+ (V Ха) —a • (V X b) 
V X (a X b) = V ,X (a X b) — V ,X (b X a) 
(b-V)a—b(V+sa)—(a+* У )b+a(V • b) 
У (а,Ь) = V.,(a+b) + N,(b + а) 
=bx (У Ха) + (b- VataxX (V Xb) + (a. У Db 


1.13 梯度 、 散 度 、 旋 度 定义 的 不 变性 


梯度 . 散 度 . 旋 度 定义 的 不 变性 ,是 指标 量 场 (>) ,zs ,zs) 的 梯度 grado Vo), < 
量 场 4 的 散 度 divA(V 。4) 的 定义 与 正 交 坐标 
系 的 取 法 无 关 , REH A 的 旋 度 curlA(V ХА) 
的 定义 与 右手 系 的 正 交 坐标 系 的 取 法 无 关 。 

考察 共 原 点 O 的 两 正 交 坐 标 系 Oz z; z, 和 
Ozizzzrs 图 (1.15)。 坐 标 轴 的 单位 矢量 分 别 为 
erse2 es 和 ei,ez,e3。 点 卫 在 两 坐标 系 中 的 坐标 
分 别 为 (zi ,zxs ,xa) 和 (Xi ,Xs ,Xa)。 坐 标 变 换 的 


p Crix2X3) 
(51.0.3) 


关系 式 为 х 
Ti = олу арх ons x 
Z; = anti -Каюл» Бовха (1.96) 图 1.15 
T3 = аз T] 十 аз: хә а) 


式 中 ;中 的 下 标 i,j 二 1,2,3 分 别 表示 zi ,zzzs 轴 与 x1 ,zs z; Ш> B] BJ 5) 222, 
如 果 两 坐标 系 不 共 原 点 , 且 老 坐标 系 rrr 的 原点 О ТЕЙ ЧЁ T Tr 中 的 坐标 
为 (ci ,cs,c3) 时 ,坐标 变换 式 为 
x, = алу оох Hats + c, 
| (1.97) 


T2? а 71 + аз 25 十 asas +c; 


та = аз Хү T Q32 X; 十 аза Жз 十 cs 
式 41.96) 表 示 纯 旋转 变换 , 称 为 正 交 变换 。 式 (1. 97) 表 示 平 移 加 旋转 变换 , 称 为 仿 射 
如 果 标 量 场 在 两 坐标 系 中 分 别 表示 为 Or srr) MOT srn), Н 
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D(x1 r223) = BT ,Ts ,Ts) 
则 称 PC ,zz ,zs) 是 不 变 的 。 同 样 地 ,如 果 矢 量 场 
а(тху,х»әхз) = ALT] T2323) 
或 
а (zi, z; хае, А-а (zi, x; ‚хе; 十 aa(zlyzzyZ3)es 
= a, (Z) Ts za)ei + a>, Tis Ta Zs)e, Баз (Xi ,Xs ,TX3)es 
ШК Е alr ,zx; ,zs) 是 不 变 的 。 这 种 不 变性 的 意义 可 以 用 于 梯度 、 散 度 、 旋 度 等 
由 例 1.6 和 式 (1. 96) ,有 


е, = (е, * el)el + (e, ° e,)e, + (e, ° ез)ез 
=q €, Faize: Tas з 


е, = (е, е )е + (ез . e,)e, + (e; Ы ез )ез 


(1.98) 
= az; €, 十 azz е; Faz es 
ез 一 (eg。el)el 十 (es。ez)er 十 (esy。ea)es 
= азё Fasz es Fasse; 
同 理 可 证 得 
el 一 (el。el)el 十 (el。ez)ez 十 (el。ei)e; 
=a e; Hazne: Fase 
ез = (ез * e; )е + (e, * ez )e; + Се, * ез )ез 
> (1.99) 


一 alz2el 十 azzez Faze, 


ез = (е; Ы е, Je, 十 (es * е›)е»-К (e, ° ез)е» 


= азе +a; 十 aases 
下 面 先 证 明 标量 场 梯度 定义 的 不 变性 。 引 入 符号 ORR Z ORR FE 
标量 场 的 梯度 可 写 为 


дф дф дф 
аф = £ | р 
grad? = усе ое оё 
= Ф.е + Ф.е, + Ф зе; 
= Ď ðe і= 1,2,3 (1.100) 


ХФ, = У) Dbue EREN 


j 


= > УФ, аде, 


1.13, 梯度, 散 度 , 旋 度 定义 的 不 变性 


= ONOG Ы е; )е; 
i 1 
一 > )Ф е, 


可 见 ,梯度 的 定义 具有 不 变性 。 
再 证 明 散 度 定 义 的 不 变性 。 


. _ __ да, даз | даз __ 

diva = V ea Ax Әх» | дтз Эа 
Уа = >) Узарат) ( 链 式 法 则 ) 

1 j i 


= > | > ai 
Н i 


= > ( Saija; ) ， 一 Da 
这 就 证 明了 散 度 定义 的 不 变性 。 


最 后 证 明 对 于 任何 右手 系 的 正 交 坐标 系 , 旋 度 定 义 具 有 不 变性 。 
e е e 


3 2 ə 
дх\ 


дх» 


X ап е; > Tap e, S ane 


Уа 9 Уа 52 Da 
Qi — ар 二 一 авз — 
" Әх, ? Эх, 8 Ix, 
> уала > уарга, Xana 
е; е; е, 
DL 去 s= s 
一 QQj2 Qk3 
г 4 : дт; дх; dm 
а; a; dk 
e e> ез е, €z ез 
Qir 012 @\з 
д 9 д д д д 
а> а а23 7 
! 22 ? ozl gz дз; Ixi Jx? AT 
Q31 Q32 Q33 
а, а› аз ау az 


аз 


(由 于 式 (1. 99)) 


(由 于 式 (1. 98)) 


(由 于 式 (1. 99)) 
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1.14 线 积 分 与 面积 分 


1. 线 积 分 

连接 A. B 两 点 的 曲线 为 上 ,定义 在 L 上 的 标量 场 8 已 给 定 , 设 沿 工 量 得 的 弧 长 
为 ,A,B 两 点 对 应 于 =uw,p(a<<p)( 图 1.16)。 称 定 积分 | e[Pco]ds 为 标量 场 O 
沿 曲线 二 的 线 积分 ,用 [$C ds 表示 。 当 曲线 工 为 闭 曲线 时 ,用 中 (zy， 


z)ds 表示 。 


图 1.16 图 1.17 


有 向 曲线 上 的 切线 单位 矢量 记 为 +。 设 矢量 场 a= ai 二 aij Fack, 称 | a .tds 为 
a 沿 有 向 曲线 二 的 线 积分 (图 1. 17) ,也 可 记 为 | ads 或 | a .dr. 
[as = | (as а, 9 а. 9) а (1.101) 
1. а S 5 s 


ËJ 1.25 Ж | (х* уйт + (у z)dy) Җан L WASG DAER, D 抛物 线 


y= 22 上 的 一 部 分 。 
# ”在 LL 上 , 若 取 x 为 参数 ,由 于 y=r ,dy 二 2xdx, 于 是 


1 
| (ауда + (y — r)dy)= J (220202) + (2 — д)2х)йх 
P 1 


1 
= | +2 — 2dr = М 
-1 15 


p) 1.26 1 йа=(у' +e itle Hr jtt 2 )k,3K a Wr ZË r= 
Rj 十 2k 从 原点 到 点 (1,1,1) 这 段 曲 线 的 线 积分 。 


p ах ау dz 2 
解 由 曲线 方程 ,有 十 lq bgy 3 ,于 是 


1.14 线 积分 与 面积 分 


OPi dpa дуу, d 
[а ar= f (a а, Ф на, 2) а 


= [Lo + e) + секаде а? + уз de 
0 
1 
= | Га + + G + )21 + (Ë + tt )3Ë dt 
= | сае ат + 45 + 2 эй = 297/140 


2. 面积 分 


当 点 P 的 位 置 矢量 + ЕЛЕ и, о НУРЕ Е, Ш (и, о) Е uv 平面 的 区 域内 变 
动 时 ,点 了 一 般 地 就 描 出 曲面 S。 
r= г(и,0) = [=(u,u),y(u,u),z(u,o)] (1.102) 
是 曲面 S 的 参数 表示 式 , (и.о) Жун P а. 
点 也是 wz 曲线 的 交点 (图 1. 18(a)) r = SE r = SE APN bs P 处 u,v 曲线 


的 切线 矢量 。 


O [r=r(u,u) 
(a) (b) 


f 假定 曲面 S 上 xr Xr, 关 0, 即 ror, 在 曲面 上 任意 点 处 是 线性 无 关 的 。 过 P 点 由 
г.г, 决定 的 平面 叫做 曲面 在 P 点 的 切 平 面 ,与 切 平面 垂直 的 矢量 r Xr, 叫做 法 向 
矢量 ,法 向 单位 矢量 是 


r, X r. 
| r, > r. | 


УКН а,Ь ахь 的 大 小 laXb| 等 于 以 a 与 b 为 两 邻 边 的 平行 四 边 
形 的 面积 ,所 以 


(1. 103) 
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[ахь (= / (а • а) (bs Б) — (а • Б)? 
图 1.18(b) 所 示 的 微小 面积 AS= | PP, x Pb, | ,而 


~ дг 
PP, = rlu + Ли,®) —r(u,u) = 552“ 


— Ər 
РР, = r(u,o + Av)—r(u,v) = 574% 


所 以 
AS= | РР, х РР, |= L Дидо 
= y (Tu * r,)(r, * r.) — (r, * ғ)? Дидо 
= Мт Fré — (r, * п)? AuAv 
面积 元 素 
dS =| r, Xr, | dudo = Vriri— (т„* r,) dudv (1.104) 
面积 
5 = f| ir xr i dudv = | /Er r yt dudo (1.105) 
b b 


式 中 ,D 是 对 应 于 S 的 uv 平面 上 的 区 域 。 

为 了 区 分 曲面 的 两 侧 , 常 常 取 定 其 中 的 一 侧 作为 曲面 的 正 侧 ,并 规定 曲面 的 法 线 
单位 矢量 .n 指向 正 侧 ;如 果 曲 面 是 封闭 的 , 则 按 习 惯 总 是 取 其 外 侧 为 正 侧 。 这 种 取 定 
了 正 侧 的 曲面 , 称 为 有 向 曲面 。 

设 给 出 已 定向 的 曲面 S 与 定义 在 S 上 的 矢量 场 a,n 为 给 出 S 的 方向 的 法 线 单 
位 矢量 的 矢量 场 。a Уп Иа ° n 是 定义 在 S 上 的 标量 场 。 这 个 标量 场 在 S 上 


的 面积 分 
IË • паЅ 


称 为 矢量 场 a 在 已 定向 的 曲面 上 的 面积 分 。 因 为 a.m 一 av,, 所 以 


| .ndS -小 .as (1. 106) 


HN S еи) = (био) о убизо) zlu v) ARER, АЕ Си, о) Ж 
的 法 线 单位 矢量 r, X r,/ |r, Xr,| 与 给 出 S 的 方向 的 法 线 单位 矢量 一致, 则 


п = r. ХР, 
| r, x r, | 
由 于 
dS =| r, Xr, | dudv 


所 以 


.1 
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ffa . ndS= [а * (r, X r.)dudo 
S D 


ду az| |az әх] {ах ду 
| Ju ди Ju ди ди Ju 

= | a, +a, +a, dudo 
| “|ду azl laz az| “Jaz ay 
ðv дъ ðv ðv до ðv 


а, a, a; 


ðu ди Əuldudo (1.107) 


| oz ду де 
Plar ay az 
до до дф 

011.27 已 知 曲面 方程 == f(z,y), MAAC. 105) НАНАК. 
Ж i u= x,o= у, M 

r=r[z,y,f(z,y)] 


=T =T 
r, = Эт (1,0， 广 )， r, = ду (1,0,7, 


ruer = itf, rer = 1+ f, Fa т, = f. f , 


де \? azy’ 
s=. (8) + (5) ахау 
011.28 ЖЖЕУ M 80) tty +Z а? 对 于 = Sh BJ 5 
ЕІ. 
解 因为 球面 的 全 表面 面积 是 4ra: ,密度 p 等 于 M/4ra:z 。 设 球面 的 参数 表 
示 为 
r(u,v) = (asinucosv, asinusinv, асоѕи), O< u=< x, 0=< =< 2л 


а = x° + у? = asinu 


所 以 


r, = (асоѕисоѕо, acosusinv, — asinu) 
r,= (— asinusinv, asinucosv, 0) 


所 以 


r. ` r, = a°, r, ° r, = а? ѕіпѓи, r, ° r. = 0 


V (r, * r.) (r, ° r.) — (r, + r,)? = a sinu 


2r т 
1= |a as = А "ао ("асыш 
0 о 
5 


从 而 


4TQ2 
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л? 


М, 
== *+2хт*,2+* 
4л T 


со |м 


— 2 n? 
例 1.29 求 | (ezdydz+yzdzdz 十 zadzdy) ‚ЖФ E pRIK z2 ty + 22 = a° 的 
5 


х Z 0 ВОВУ. n 的 方向 为 由 球体 的 内 部 指向 外 部 的 方向 。 


Е 取 (z,y) 为 上 半球 面 的 曲线 坐标 时 , 则 对 于 该 曲线 坐标 的 法 线 单 位 矢量 与 
给 出 S 方 向 的 n 一 致 (图 1. 19)。 


因为 
. z= Ма? 2? — у? 
所 以 
z, ==— х/х, z, =— y/z 
又 
a, а, а, 
dx ду ах zr yz z’ 
дх ar Əz|= |1 0 —ух/га|= 2z° + y 图 1.19 
дх ду де 0 l —y/z 
ду ду ду 
于 是 


[оаза + yz dzd<x + х?ахау) = | + y )drdy 
D 


5 


2r a 
= | aof r2 (1 + cos20)rdr 


2x a 
| (1+ cos:0)do| ridr 
o 0 


1.15 积分 定理 
1. 平面 上 的 格林 (Green) 定理 


如 果 在 区 域 D 与 其 边界 9D БФ, Рг, у), Обу) ,95 ,3 连续 , 则 有 


ff/aQ аР 
| + Qa = [(29 = )ахду (1.108) 


O 区 域 D 的 边界 曲线 是 有 方向 的 ,如 果 沿 DD 的 边界 前 进 ,区 域 D 在 左 侧 , 则 此 方向 为 曲线 的 正 向 ,或 者 
说 ,边界 曲线 3D 的 正 向 与 区 域 D 的 外 法 线 矢量 ( 即 8) 构 成 右手 系 。 
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证 先 考 虑 
. a< х < by (z) < y< у(х); c< y< d,xz, (y) < z < z;(y) 
所 表示 的 区 域 D( 图 1. 20) 。 因 为 二 重 积分 的 计算 公式 是 


b d Ey 
[ee yaza = J dr] f(r,y)dy = | dyf Flex, ydr 
D a Yı c | 
所 以 


IQ _ f pe IQ 
|| 5:4‹%- dy no 729 
а 
= | [0022 ,у) — Q(z sy) ]dy 
а с 
== | Q (x; ,dy 十 | Qla ydy 


一 | Qayd 


b y, (y) 
-|| 于 dzqy= 一 | а] > ӘР aq, 
a ду а эр0) ду 


b 
= 一 | [Р(х,у,) = Р(х,у) Jdr 


b a 
= | Plasy Dde + | Р(х, у бт 
а b 


= [Р сє, уэде 
ap 


两 式 相 加 即 得 格林 定理 的 方程 。 

车 也 为 一 般 区 域 ,将 D 分 成 使 格林 定理 成 立 的 几 部 分 区 域 (图 1. 21) 。 由 于 各 
部 分 区 域 上 格林 定理 成 立 , 将 各 分 区 域 上 的 方程 相 加 ,由 于 DD 的 边界 以 外 的 各 条 划 
分 区 域 的 边界 上 的 积分 号 相抵 消 ,所 以 格林 定理 对 于 一 般 区 域 成 立 。 


у} 
а ‚| 


=Y 


о 
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2. 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 理 


设 S 是 以 几 条 闭 曲 线 为 边界 的 有 向 曲面 ,矢量 场 a 具有 连续 的 偏 导 函数 ,于 是 
| “45 = [сана “ndS (1. 109) 


成 立 。 设 a 一 了 Pit Qj 十 RK , 则 下 式 成 立 : 
|. (Рах + Qdy + Rdz) 


-J 5899) а уй: + (55 5) агаг + (29 Q 2P © )drdy | (1.110) 


Fz) 


证 设 具 有 边界 0S 的 任意 曲面 是 非 封 闭 的 ， А 
平行 于 < 轴 的 直线 (虚线 ) 与 S 只 交 于 一 点 | 
(图 1. 22) .9S 在 zy 平面 上 的 投影 给 出 区 域 DD,,， 
其 边界 为 9D,,。 取 曲面 S 的 法 线 单位 矢量 nn Ej z 
轴 成 锐角 , 即 cos(n,z)>0, 

ахау = dD,, = cos(n,z)dS 


先 考察 积分 | Peryadr， 曲线 9S 在 S 


O 
上 ,利用 这 个 曲面 的 方程 :xz 二 f(x,y), 积 分 号 后 A 
面 可 以 用 SRE x, 这 样 被 积 函 数 Р(х,у, < 
f(z,y)) 就 只 含有 x 工 与 y。0D,, 上 各 点 的 坐标 
(х,у) 595 上 各 点 的 坐标 对 应 ,所 以 沿 aS 的 积分 


可 以 用 沿 2D., 的 积分 替换 , 即 
| P (z,y,z)dz = L P(z,y,f(z,y))dz 


对 于 右边 的 积分 可 以 应 用 格林 定理 ( 式 1. 108)。 这 时 , P= P(z,y, zyy))， 
Q=0, 式 (1. 108) 中 的 9S 则 用 2D,, 代替 。 计算 人 时 ,需要 求 P 直接 对 y 的 导数 ,以 
及 通过 第 三 变量 > 求 对 y 的 导数 ,而 „пае f, p ERT, Ep 

ӘР _ oP(zr,y,z) + oP zy, z) (х,у) 
ду ду д ду 


由 式 (1. 108) ,有 
| Рас=|, ‚Ро, у, суба 


— е») „ 9f e, y) 
J- ду Jara» 


由 解析 几何 知 ， BB созоюн уа, x 1) 成 比例 , 即 
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If eostn, х) =— соѕ(и, х), If совт. х) == — соѕ(п, у) 
дх ду 


所 以 
L Ре f -Pdr dy +92 Гатау 


= [Ú IP ar dz Tardy) (a) 

ОБИД х,у, 的 循环 排列 计算 积分 Qay 和 | Rdz, 得 
Е — ZZavar) (b) 
[ка = [998 — Baraz) сс) 


(a),(b),(c) 三 式 相 加 , 即 得 所 证 的 式 (1. 109), 即 
f (Pdr + Ойу + Rdz) 


(E iae (E R asi (2 Plasa 


22) дх 


[© 


亦 即 
fa |. 145 = она), ndS 
当 曲面 S 为 一 般 情况 时 , 同 平面 上 的 格林 定理 的 证 明 -一样 ,将 S 分 割 后 ,每 个 局 
部 写 出 斯 托 克 斯 公式 ,然后 相 加 即 得 总 的 斯 托 克 斯 公式 。 


如 果 斯 托 克 斯 定理 应 用 于 ASP, yita. у) ј, S 是 以 几 条 闭 曲 线 为 边界 的 
曲面 , 为 xy 平面 上 的 区 域 ,对 于 n= 二 上 的 情况 ,有 


curla = (2-55) 
于 是 
| а . tdS es . ndS 
就 成 为 


| (Pdr + 94у) = [Ee 
所 以 格林 定理 是 斯 托 克 斯 定理 中 的 特殊 情况 。 
3. 高 斯 (Gauss) 散 度 定理 
如 果 在 空间 的 区 域 V 及 其 边界 的 闭 曲面 S 上 ,矢量 场 a 具有 连续 的 一 阶 偏 导 函 
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数 , 则 
a + ndS = |!| divadV (1.111) 
|| 1] 
成 立 。 设 а= Р + Qj; РЕ, 601.111) 5 8 
J payaz + Qdzdz + Rdxdy) 


5 


fT OP ,IQ әк 
111 +39 + E )dedyde (1.112) 


dx z 
у 


式 (1.112) 中 ,我 们 规定 曲面 S 的 指向 为 区 域 V 的 外 便 法 线 单位 矢量 的 方向 。 


证 AEH 
jazray = II Rdzdydz 
y Əz 


设 V ЖА z (2, у) аа, (доу), (х,у) Єр 的 情况 ,D E zy 平面 上 的 区 域 ,如 
图 1. 23 FR. Sı ‚5; 的 方程 分 别 是 z=z (х,у), х= (х,у), Еж 


дЕ Е “ә JR 
l Fzdrdydz= ES 元 dzjdzdy 


= SER yz (х,у) S3 
D 


24 s " 


= К(х, у, 2 (х,у)) ахау 


1 
线 单位 矢量 i М DSi 
O H > 
дг x дғ {| дғ x дг 1 
x 


与 nn 一致 ,但 在 曲面 S, 上 ,对 应 的 曲线 坐标 
(zx,y) 的 法 线 单位 矢量 却 等 于 一 n, 从 而 


есуас) drdy 


D 


= [Razas -ffr (х,у. 21 (х. у))ахау = [казау 
5, D 


5, 
[Razas = 0 
53 


相 加 后 得 


习题 
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II “Ката ydz= [казау + [калау + [ваза 
о 2 
у 51 ЕЯ S; 


= [к ахау (а) 


区 域 V 为 一 般 情况 时 , 同 平面 上 的 格林 定理 的 证 明 一 样 ,将 V 分 割 为 几 部 分 来 
证 明 ,再 相 加 即 得 整 区 域 的 证 明 。 


同样 可 以 证 明 
[pasa = II S drdydz (b) 
5 = l 39dzdydz (с) 


(a),(b),(c) 三 式 相 加 , 即 得 式 (1. 111)。 


习 题 


1.1 试 证 矢量 加 法 符合 结合 律 , 即 a 十 (b 十 ce) 二 (a 十 b) 二 ec。 

1.2 已 知 a,b 是 共 面 但 不 共 线 的 两 个 矢量 ,在 a,b 所 决定 的 平面 内 , 写 出 任 一 
К г 的 表达 式 。 

1.3 B Pi PeP, 是 相对 于 原点 O 〇 的 三 个 固定 点 ,它们 的 位 矢 分 别 为 rsr, 
г. ЕН: МНИХ 4а, 十 as 十 as 一 0, 矢 量 方 程 ar tar: tar =0 对 原点 О 成 立 
时 ,这 类 矢量 方程 对 于 任何 其 他 的 原点 O 也 成 立 。 

14 已 知 P,Q 两 点 的 位 矢 分 别 为 六 = 王 21 十 37 一 大,m 一 下 一 37 十 2 天 ,试用 2 了 ,天 


表示 有 ,并 求 其 大 小 。 
1.5 不 共 线 的 A,B,C 三 点 相对 于 原点 O 的 位 矢 分 别 为 a,b;,e, 试 证 通过 这 三 
点 的 平面 方程 是 


— ma + nb + ре 
m+ n+ p 


式 中 ,m,n,p 是 标量 。 并 证 明 方程 与 原点 选择 无 关 。 

16 r =2i—J+k,r,=i+3j—2k,r, 2i+j—3k,r, =3i+ 2j + 5k, 3 
r, =ar, рғ сз, Җа, 6,с, 

1.7 作 图 描述 下 列 矢 量 场 : (1) У,у) = даі Буј; (2) М(х,у) = — аі yj; 
(3) Vlz у=) =zi--yj 2, 

1.8 作 图 描述 下 列 矢量 场 : (1) У(х,у) = лї —– yj; (2) М(х,у) = у — zj; 
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xit yj + zk 
VAY + Су (O 

1.9 WWE a. (Ф+с)=а*, b+a ° с, 

1.10 WWE(a+b) • (c+d)=a ° cta» d+b- c+b ° d. 

1.11 ğas4i—j+3k,b=—2i+j—2k, RREH TF а,Ь 的 单位 矢量 。 

1.12 试 求 与 拓 量 a 二 2i 十 3j 十 6k 垂直 ,并 通过 矢量 b=i+5j+ 3k 末端 的 平面 
方程 。 

1.13 设 已 知 点 (zi ,yi ,zi) 的 位 矢 为 a, 任意 点 (zx,y,z) 的 位 矢 为 +, 描 述 下 列 情 
况 下 r 的 轨迹 ; (1) |г—а|=3; (2) (r—a) * a=0; (3) (r—a) * r=0, 

1.14 求 题 1.12 中 坐标 原点 到 所 作 平 面 的 距离 。 

1.15 Wa=3i—j—2k,b=2i+3j +k, R: (1) |aXb|; (2) (a+2b) х 
(2a—b); (3) |Ca+b)>X (a—b)|. 

1.16 У, ,У,,У;, V, 四 矢量 的 模 分 别 等 于 四 面体 四 个 表面 F. ,F,,F., F, 的 
面积 ,矢量 的 方向 是 这 些 表 面向 外 的 法 线 方向 , 试 证 Vi У, LV, +V, 一 0。 

1.17 б asi—2j—3k,b=2i+j—k,c=i+3j—2k, ÑR: (1) |(aXxb)Xel; 
(2) [aX (ЬХе) |; (3) а, (bXe); (4) (aXb) • c; (5) (ахЬ)х(Ьхс); (6) (ах 
b)(b ° с) 

1.18 试 证 a* (хс) а,Ь,с 为 邻 边 的 平行 六 面体 体积 的 绝对 值 。 

1.19 Ға • (хе) =Ь • (cXa)=c * (aXb), 

1.20 WERE a,b,c 共 面 的 充分 与 必要 条 件 是 a • bx c=0, 

1.21 {К (a+ b) • (b+c)X (c+a), 

1.22 试 证 aX (хс) = (аХЬ) Xe 的 充分 与 必要 条 件 是 (aXc) Xp 一 0, 并 讨论 
a*b=0sk b+ с=0 的 情况 。 

1.23 ” 试 证 球面 三 角形 的 正弦 定理 。 

1.24 ИЕ (ахь) • (bXc) • (сха) = (a • bX e), 

1.25 求 拓 量 组 2i 十 3j 一 ki 一 j 一 2k, 一 i 十 2j 十 2k 的 对 偶尔 量 组 。 


, е Хез , ез X e, , е, X e; 
1.26 e 1 = ,е 一 s€; 一 

BH ei е-е Xe, a. eXe’ ° е, * е, Хез 
AE: DE e е Xe, =У, е, * е Хез =1/У; (2) е,,е,,е, RIER, M ehre, 


es 也 不 共 面 。 


(3) У(л,у,)= 


‚Ж e, ° e, X e, 0, 


е› хез А ез Xe А е, Хе, 
1.27 Фе! = е5 = ез 一 试 证， el 一 
е, ° e; Хе; е, е, X es ° 3 el * e; X e, ` ; 1 
e, Хез е ез Хе ‚ ел Хе» 
7 一 T6: 一 7 3 一 一 一 To 
е, е, Хе, e, * e, Хе,” ei • е, Хез 


КЕ аа Фа 
1.28 ЕЯ a=sinti+costj 十 tk, 试 求 ; DE (2) T ; (4) J 


° 


са (3) 
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1.29 曲线 C 的 参数 方程 为 zx 一 zx(s),y 一 >(s),z 一 *(s) , 式 中 是 从 曲线 C 上 
一 定点 沿 着 C ШИИ. Pr 是 曲线 C 上 任 一 点 P 的 位 矢 。 试 证 明 dr/ds 是 曲线 
С 在 该 点 的 切线 单位 矢量 。 

1.30 RHR z= 二 acoswt,y 二 asinwt,z 二 bi(a,b,w 是 常数 ) 上 任 一 点 的 切线 单 
位 矢量 。 


1.31 设 a,b 是 标量 x 的 可 导 函 数 。 试 证 (1) 


dv 玉昌 | da 
(2) a aXb)=aX ХЬ, 


d a. dada, y, 
459° b)=a а Ь; 


1.32 нов (а . баа), 


1.33 设 a,b 是 ;的 可 导 函 数 , 试 求 所 (a P-E. b). 


1.34 а 的 模 为 常量 , 且 | 科 | 0, ШЕШ а SLEME. 


1.35 alt) = 3121— (244) ј – (0 —2t)k,b(t)= sinti +3e™j 一 3costk, 试 求 


2 
г=0810.0, (aX b). 


1.36 іа: q ч ° 


1.37 FA z,y, z, t 的 函数 ,而 х,у» Z 又 是 1 的 函数 ,并 且 都 是 可 导 函 数 ， 
试 证 
_ дЕ , дЕ іт ,9F dy ,9F dz 
ЕТИШЕ" 4 С Эу КИШЕР dt 


2 2 2 
1.38 i#a=cosryi-(3zy—222)J— (3r—2yyk k 28 20 Za Ža a 


д?а 
дудх° 

1.39 а= xyz — 202° ј 4- хаи, Ь= 29 + yj — Lk, 600 (1,0, 2) 
3? 
3795490). 

N Poexp[Liw(t 一 r/c)] „ a 29a iFa 
1.40 7 = = 
验证 a 7 满足 偏 微分 方程 了 3 + „дк ГӘП? 式 中 


P, EARE, w 是 常量 ,i 二 VV 一 1。 


1.41 ER) = (и—и?)і+2и°ј 3,1%, ар [Rodus (2) | Reoav。 
1 


2 
1.42 试 求 | x ад, 
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1.43 证明 行星 的 轨道 是 椭圆 ,太阳 是 椭圆 的 一 个 焦点 。 
1.44 设 B(r,y,z) 二 3T2y 一 yz?, 试 求 在 点 P(1, 一 2,1) 的 VB( 即 grade), 
1.45 iZ a=2<xi—3yzj +xZ#k,b—=2xr—=š y, 试 求 在 点 P(1, 一 1,1) 的 a* УФ 


1.46 设 (D@=In|r|; (2)@ 一 士 , 试 求 V8。 
1.47 ЕУР" = ир" ?r。 


1.48 RV Gr 一 4Vr 十 6/37)。 

1.49 MEVS 垂直 于 曲面 B(x,y,z) 一 c, 式 中 为 常数 。 

1.50 WRH 222° —3ry—4r=7 在 点 (1, 一 1,2) 的 切 平面 方程 。 

1.51 试 求 曲面 z= 二 x 十 y? 在 点 (2, 一 1,5) 的 切 平面 方程 与 法 线 方程 。 

1.52 WIE O 的 最 大 变化 率 ( 即 最 大 方向 导数 ) 的 模 与 方向 就 是 VG 的 模 与 
方向 。 

1.53 设 B=ary: 十 byz 十 cz?x? 在 点 (1,2, 一 1) 的 梯度 VE6 平行 于 > 轴 , 其 模 为 
64, 试 求 常数 a,b,c 的 值 。 

1.54 ОКИ 2° у‘ 229 5 х2 у --3 在 点 (2, 一 1,2) 的 夹 角 。 

1.55 BA PS2 y z RRV • УФО div grad), JEVY + уф=\у?ф, 

1.56 试 证 :(1)Y + (а+Ь)=%У +a+ Ç +b; (2)V + (Фа) = (Vë) + a + 
Ф(У » a), 


1.57 ЩШУ. (5)=0. 


1.58 i a=r/r",n>0 (Htp r 二 Xi 十 yj 十 zk ,rr 二 |r|), 试 求 97 。a。 

1.59 WR: D V + (er); (2) V e [ry A/A]; (3) VY + (т/?)], 

1.60 设 a=xz’i 一 2x’ уз] 十 2yzk, 试 求 在 点 (1, 一 1,1) 的 V Xa( 即 curla)。 

1.61 设 a=2zz?i 一 yxj 十 37x’k,@ 二 x?yz, 斌 求 在 点 (1, 一 1,1) 处 的 (1) V X 
а; (2) curl(@Ba); (3) Ç X (V Xa); (4) V (a • curla); (5) curl grad(@a), 

1.62 V Xa 二 0, 试 求 7 + (aX r), 

1.63 ЖҮ X(r/r). 

1.64 ЖИЕ. (1) У Х (Уф) =0; (2) Ç . (У Ха) =0, 

1.65 УС) Г, К curl(rf (7))。 

1.66 试 证 V х (У Ха) = —7у?ѓа фу (Ç а), 


1.67 У=о Xr,w 是 常 矢 , 试 证 w = ошу. 


1.68 设 B(r,y,z) 对 于 轴 的 旋转 是 一 标量 不 变量 , 试 证 grade 在 这 种 变换 下 
是 一 矢量 不 变量 。 


1.69 # а= (32° 4-6у)і—14угј 十 207xz:k, 试 求 从 点 (0,0,0) 到 点 (1,1,1) 的 积 
分 | a + ar, 所 沿路 径 C 分 别 如 下 


(1) z==t,y= Ë ,z=1; 
(2) 直线 从 点 (0,0,0) 到 点 (1,0,0) ,再 到 点 (1,1,0), 最 后 到 点 (1,1,1); 
(3) 点 (0,0,0) 到 点 (1,1,1) 连 成 的 直线 。 


1.70 B a=(2y+3it ха] + (yz rk RRRS) | а. ar, 所 沿路 径 C 及 其 


始 、 终 点 如 下 : 

(1) х=2 ,у=т.«= t, № t50 Rj 11; 

(2) 直线 从 点 (0,0,0) 到 点 (0,0,1) ,再 到 点 (0,1,1), 最 后 到 点 (2,1，,1); 

(3) 点 (0,0,0) 到 点 (2,1,1) 连 成 的 直线 。 

1.71 (1) 着 二 VY@, 式 中 Ф 是 单 值 连续 函数 , 且 其 偏 导数 存在 , 试 证 明 在 该 场 
中 , 力 下 做 的 功 与 两 点 P. (z, yi zi) P. (z; ‚у; ,zz) 连 接 的 路 径 无 关 ; 


(2) 反之 , 若 | F . dr 与 两 点 连接 的 路 径 无 关 , 证 明 函 数 四 恰好 满足 下 一 VG。 


1.72 (1) 若 五 是 保守 场 , 试 证 curlF= xx 天 一 0( 即 无 旋 场 ); 
(2) 反之 , 若 Y XF=0, 证 明 下 是 保守 场 。 


1.73 а= у) (zx 十 y)j, 试 求 沿 图 1.24 的 路 径 的 积分 四 a， ar, 


1.74 # bB=2ryz ,Е=хлуй —zj +z’ К, {5 С Ж 
曲线 x 二 ,y= 二 21,z 二 #3, 试 求 沿 此 路 径 从 1 二 0 #j| ;=1 


的 下 列 积分 ; af ear, C2)| F x dr, 


1.75 (1) WHE F=(y cosr +z Jit (2ysinr—4)j 
+(3zZ2 +2)k 是 保守 力 场 ; (2) 求 正 的 势 (标量 ); 
(3) 求 从 点 (0,1, 一 1) 到 点 (x/2, 一 1,2) 力 下 做 的 功 。 


1.76 计算 |а ends, Ñ P a = 2 + хј — 3y2 =k, S 
s 


Y 


是 从 «=0 到 255 第 一 象限 xz 十 y ==16 的 圆柱 表面 。 

1.77 É a=(3r+y)i— aj +(y—2)k,b=2i—3j +k RER Ca X b) x 
dr。 积 分 路 径 是 沿 zy Ж B9 88 › AGERA, FIA 2, Эу. 

1.78 设 F=yi 二 (x 一 2xz)j 一 xyk , 试 计算 积分 | (VXF) “ndS。 式 中 S 是 球面 


хну? T 22 =a 在 zy 平面 的 上 部 表面 。 
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1.79 计算 下 列 两 种 情况 下 的 积分 | + ndS, (1) a = yi +22] — zk, S 是 第 一 


象限 内 2x 十 y 二 6 半 面 的 顶部 被 z= 二 4 平面 所 切 的 表面 ; (2) a= (z+ y )i—2<zj + 
2yzk ‚5 是 第 一 象限 内 2z+y+2z=6 平面 的 表面 。 


1.80 iZ к=1хї— у) + уй Я [Е “ndS。S 是 一 立方 体 的 表面 ,其 边界 


为 z=0,z=1;y=0,y=1;z=0,z=1, 


(2.1) 
1.81 计算 | Aor — 2zy')dz —3z° уау, ПЕН х 一 6xy? = 4у°„ 
(0,0) 


1.82 капан спаниовтатах ү} лы зия, 


1.83 реге рЫ =2№ 


WAR С 为 封闭 边界 时 ， 


$ Mdz 十 Ndy = 0, 
. 


1.84 8 F= = (1)ЖУ ХЕ; C2) 计算 沿 任意 封闭 边界 的 积分 由 F ， dr, 


并 解释 计算 结果 。 
1.85 Жа=421—2у°ј гк, rty =4 #1 z=0,z=3 所 围 的 域 ,验证 斯 托 
克 斯 定理 。 


1. 86 计算 外， ndS, 式 中 下 二 4zxzi 一 yj 十 yzk,S 是 以 x = 0,z = l;y = 0, 


у = 1;z = 0,z = 1 为 边界 的 立方 体 表 面 。 
1. 87 计算 |- паз , 式 中 S 是 封闭 曲面 。 


1.88 WE Гоу и – фу :Ф)ау = kovy- фуФ)45, 
`V s 


1.89 WE | vo@dy = fonas. 
К; 5 


1.90 试 证 || vx edv = | x 5dS， 


Vv 


1.91 设 S 是 一 тиа. 人 人， 试 证 明 ， 
RI 


NASN 


1, 92 Wi far xb = [nx v> x bas , 
S 


AE ia L K is Жардан, тати 2А. ЖЕНА К 
运算 . 方 阵 的 求 着 和 转 置 。 本 征 方 程 . 本 征 值 和 本 征 矢 量具 有 重要 的 物理 .力学 意义 ， 
Ж %%#Е РЕ ЭЁ z ЖН (Hermite) #Б E fo A 4E КЕ Ж 4E КЕ #8 F k 2 A... НАТАН Ж 
ву Б, Аі. KAWAT Pu - s> Ж #П (Kayley-Hamiltom) 


2.1 和 矩阵 的 加 法 与 乘法 


1. ЖЕЖ х 
任意 域 K rh m X n Ко А Pr iB JÉ ЕКО К 上 的 短 阵 , 记 作 
ац а12 t Ain 
аз] a22 tt аһ 
А = (а) = |2 | (2.1) 
ami Am2 ” Amn 


а ЖА 中 第 i 行 第 7 列 的 元 素 。 指 标 i 取 值 1,2,…,m; 而 指标 j 取 值 1,2,…， 
n, т=п 的 矩阵 称 为 方 阵 ,这 个 相同 的 行列 数 称 为 方 阵 的 阶 。 只 有 一 行 元 素 的 矩阵 
称 为 行 阵 , 只 有 一 列 元 素 的 矩阵 称 为 列 阵 ,分 别 记 为 
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а = (asas s a,), b= (2.2) 
b,, 
当 且 仅 当 两 个 矩阵 4 与 B 的 行 数 相同 、 列 数 相同 ,而 且 对 应 行列 中 的 所 有 元 素 
都 相等 时 ,两 个 矩阵 定义 为 相等 。 
A=B 即 2, = b, (2.3) 
PTA лж =l 29 Ж BJ E НЕК ЭУ Ж ЗЕ E , 记 作 0 或 0。 。 


2. AE BE J A 65 3; 
Н a REA 或 用 和 矩阵 4 Ra 的 积 , 定 义 为 把 4 中 所 有 元 素 都 乘 上 后 所 得 
出 的 矩阵 。 例 如 
К | Ë | А Й 
3 = 3 = 
3 一 8 3 一 8 9 一 24 


由 数 与 矩阵 的 乘法 定义 ,得 到 下 列 性 质 


1.A=A (2.4) 
0.A=0 f (2.5) 
a(BA) = (a8)A (2. 6) 
det(aA) = a"detA (2.7) 


A. DP A Жп WAE, des” RRE A 的 行列 式 ,因为 用 о 乘 行 列 式 的 任 一 行 
中 诸 元 素 后 ,行列 式 的 值 变 为 原 值 的 a 倍 , 用 a 乘 方 阵 A 时 ,各 行 的 元 素 都 应 乘 以 a, 
故 有 式 (2.7) 的 结果 。 


3. Ж BE wJ jak 


两 个 行 数 相同 . 列 数 相 同 的 矩阵 可 以 相 加 ,其 和 为 将 两 矩阵 行列 数 相同 处 的 诸 元 
素 相 加 而 得 的 矩阵 


С=А+В Bl c; =a; +6, (2.8) 
由 和 矩阵 的 加 法 定义 可 得 下 列 性 质 
А+В = В+А С) (2.9) 
A+(B+C)=(A+B)+C (结合 律 ) (2. 10) 
аА +B) = aA +oB (分 配 律 》 (2.11) 
(«+ @А = аА + ВА (分 配 律 ) (2.12) 
还 可 推 得 
А-А = 2А, A+A+A = ЗА, (2.13) 


引入 记 法 (一 1)4= 一 4, 可 得 
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A+(—A)=0, (—)А =— oÁ, (一 和 A) 二 A 
—(A+B) =-A—B, A 二 (一 8) 一 A 一 B 
4. ЖЕ ж 
设 两 矩阵 A,B, A 的 列 数 等 于 召 的 行 数 ,它们 的 乘积 为 矩阵 С.П AB=C,C 的 
元 素 为 
C 一 адб}; + аб; +з + anb nj 
即 两 可 乘 和 矩阵 的 乘积 为 一 矩阵 ,其 第 i TE 列 的 元 素 为 第 一 矩阵 第 i 行 诸 元 素 与 第 
ZEER 7 列 诸 元 素 依次 逐 对 相 乘 的 乘积 之 和 。 


例如 
as 19) (-м 一 ? 
А | —16 = ү 


| 18 中 | 2 - | 75 | 
—16 —13)})13 5 一 55 一 97 


可 见 , 和 矩阵 的 乘法 不 一 定 是 可 易 的 , 即 一 般 情 况 下 ， 


AB = BA 
НЕ АЗЕ Е прн F $J £ £ 
a(AB) = (ah)B = AGB). (HAH) (2.14) 
(A + B)C = AC + BC (分配 律 ) (2.15) 
C(A + B) = СА + CB (分 配 律 ) (2. 16) 
A(BC) = (AB)C 《结合 律 ) (2.17) 


现 证 明 (2. 14), (2. 17? 两 式 ,其 余 两 式 请 读者 自 证 。 
WIERE A 的 元 素 为 az (Ci 一 1,2, :mi 一 1,2, sn) ,和 矩阵 B 的 元 素 为 6 Gl, 
2, n ik=1,2,- ,р)„ BREEAM a(4B) 中 第 i 行 第 & 列 的 元 素 为 
a(aab,; + asb, + бб + a,b,,) 
同 理 , 知 矩阵 (oh )B,A(aB) 中 第 i 行 第 & 列 的 元 素 分 别 为 
(aa бу, + (aa > )b;, tT + (aa, ) бы 
ал (abu) Far (оро) +Á : + a; (об) 
因为 这 三 式 是 相等 的 , 故 式 (2. 14) 成 立 。 
设 
AB = D, BC =G 
H ЖЕ ЕТ) IR JA ЖОЛ), 47 
d, = anbi + arba | + anba 
Ba = Баси F беса + + Бс 
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Д D RC 得 (4B)C 的 第 i 行 第 1 列 的 元 素 为 
dacu + дасы Б арсы = > > азбусы 
Е.ДА Ж G 45 A ( BC) Ж ; AT 1 列 的 元 素 为 
angu 十 azgz T o аеры = > Хауас 
除 加 法 的 次 序 不 同 外 ,两 式 完全 相等 , 故 式 (2. 17) 成 立 。 
由 式 (2.17) 知 ,对 于 有 一 定 顺序 的 矩阵 4,B,C, 了 ,… 的 乘积 可 以 不 必 在 它们 之 
间 另 加 括 绝 ,所 以 我 们 不 但 可 以 将 这 条 规则 用 于 三 个 矩阵 的 乘积 ,也 可 用 于 多 个 矩阵 
的 乘积 。 例 如 四 个 矩阵 的 乘积 ABCD 可 以 写成 
[(AB)C]D, [A(BC)]D, A[(BC)D], A[B(CD)], (АВ) (Ср) 
对 于 一 般 情况 下 和 矩阵 乘法 的 结合 律 ( 式 2.17) ,可 用 数学 归纳 法 证 明 。 
矩阵 的 加 法 与 乘法 并 不 是 对 任何 两 个 矩阵 都 能 施行 ,要 受到 它们 之 间 行 列 数 的 
某 些 限制 。 我 们 所 论述 的 加 法 与 乘法 中 ,都 假定 这 些 矩 阵 是 可 加 的 或 可 乘 的 。 
容易 证 明 ,两 方 阵 乘积 的 行列 式 等 于 它们 的 行列 式 的 乘积 , 即 


det(AB) = detAdetB (2.18) 
方 阵 4 ЮЗ Ху 
p 
А? = АА, А? = ААА, +, А? = ААА A 
l a b 
例 2.1 А= 10 1 ај, А”'!(р 为 正 整数 )。 
0 0 1 
解 ” 由 于 
l a pf a b 1 2a а? +2Ь 
snn: 1 2а 
0 0 1) 0 1 0 O 1 
1 2a ea: 十 201f1 a b 1 За a°’ +2)+3b 
A? = |0 1 2a Са За 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 
可 知 
1 pa a'[1+2+- +(p—1)]+ p 
A’ = jO 1 pa 
0 0 0 


成 立 , 从 而 


22 ЛЯ Ей 


49 


1 pa а'[1+2-+-+++(‹р—1)]+%|\|(1 а b 
A= |0 1 pa 0 1 | 
0 0 0 0 0 0 
1 (p+ l)a a:(1 十 2 十 … 十 思 ) 十 ( 力 十 1)2 
一 |0 1 (p+ Da 
0 0 0 


2.2 方 阵 的 逆 阵 


对 角 线 上 的 元 素 均 为 1, 而 其 他 元 素 均 为 零 的 方 阵 称 为 么 方 阵 , 记 作 


1 O = 0 
I= N | _ ? (2.19) 
0 0 . 1 
由 矩阵 的 乘法 规则 ,显然 对 于 任何 方 阵 均 可 得 
АІ = ЈА = А (2.20) 
此 等 式 表 征 了 人 么 方 阵 工 的 基本 性 质 。 形 如 方 阵 
a 0 0 
0 а» 0 
0 O += am 


的 矩阵 称 为 对 角 形 方 阵 , 记 作 diag lai yazz，…am)。 
从 运算 规则 显然 易 得 : 两 对 角形 方 阵 之 和 与 积 仍 为 一 对 角形 方 阵 。 
如 果 对 于 方 阵 4 有 这 样 的 方 阵 生存 在 ,使 得 
ХА = АХ = І 
我 们 说 A ЕТШ, ХУА 的 逆 阵 , 记 作 XSA, 
容易 证 明 ,可 逆 方 阵 的 道 阵 是 惟一 的 ,所 以 用 4“! 表示 的 逆 阵 是 统一 的 。 
如 果 Y 也 是 4 KXK, M ХАУ 1,18 X4.Y=X, 也 就 是 Y 一 X。 同 样 ,用 
X AR YA=I, w Y= X, 
递 阵 有 如 下 性 质 (4、B 均 为 可 道 ,a 为 标量 ) : 
(А) = A (2.21) 


GA) = lai, a> 0 (2.22) 
Q 


(АВ) = B` A` (2. 23) 
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我 们 只 证 明 式 (2. 23) 。 


由 于 
(B'A')(AB)= B'(A 'A)B= B'IB = ВВ = I 
(AB)(B'A')= A(BB')A = АЈА! = АА! = I. 
(ВТА) (AB) = (4B)(B'A')=I 
由 定义 可 知 


(АВ!) = ВАГ! 
这 一 性 质 可 以 推广 到 多 个 矩阵 的 情况 , 即 若 41,4;,…,A4, Жл r B] 33 ре, WI) 
А.А А, пуй, Н 


(А.А, :-.А,) ! = A, A; Aj! (2.24) 
定义 „ИЉА 的 元 素 ax 的 代数 余子 式 4y 构 成 的 方 阵 
A А», ы An 
А» А» өң Аһ 
An An s.. A,, 


称 为 A 的 伴随 阵 , 记 为 adj4。 
定义 ” 当 方 阵 4 的 行列 式 不 为 零 时, 称 A 为 满 秩 方 阵 , 否 则 称 为 降 秩 方 阵 。 
定理 方 阵 4 可逆 的 充分 必要 条 件 是 4 为 满 秩 方 阵 , 并 且 


-1 — adi4 
A detA 


det(AB) = detAdetB = detI = 1 


(2. 25) 


故 
detA Æ 0 
反之 , 设 4 WREDE deao, 24 рле, а 
adjA _ adjA\ 
(dera а Е А(ДетА) = I 


(аајА)А = A(adjA) = (detA)1 
因为 方 阵 4A(adj4) 的 第 i 行 第 ; 列 元 素 为 
anAn Ta A. +a,A;, 
由 行列 式 的 性 质 可 知 , 当 j 时 ,此 式 为 零 ; 当 г 时 ,此 式 等 于 det4 ,所 以 ACadjA) = 
(det4)I。 同 理 有 (adj4)A== (дед), 
因此 ,由 逆 阵 的 惟一 性 得 
4 


2.3 ШЕ 


202. 25) h Y HFE K ЕАО — 776. К.Ж ЕҢ Ei yuk, x H 
不 一 一 叙述 。 


1 2 3 
例 2.2 578 А= |1 3 4 А. 
1 4 3 
解 ” 先 求 伴 随 阵 аад. 
3 4 2 3 2 3 
4 3| |4 i 3 4 
| 1 4 1 | 1 3 
adjA= | 一 
1 3 1 3 1 4 
1 3 1 2 1 2 
1 4| [1 | 1 3 
—7 6 —1 
1а -| 
1 —Z 1 
因 为 
detA =— 2 
所 以 
| 7/2 —3 1/2 
A ' аА = —1⁄2 0 1 
—1⁄2 1 一 172 
2.3 转 置 矩阵 
定义 Q> n 矩阵 
Aii Aiz S 
A= а н а: 
Ami аә а 
的 转 置 矩阵 是 nXm Е, Вр 
Aii a21 ml 
AT = 


Qin Qn 5 Am 
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把 4 变 为 47 称 为 对 4 作 了 转 置 。 
对 于 任意 两 矩阵 4,B( 可 加 或 可 乘 的 ) ,有 下 列 转 置 关 系 : 
(aA +BB)" = аА" + BB (2.26) 
(АВ)? = ВТАТ (2.27) 
其 中 ,a,8 为 任意 两 标量 。 式 (2. 26) 很 容易 证 明 , 现 在 证 明 式 (2. 27)。(4B)7T 中 第 i 
行 第 7 列 的 元 素 等 于 4B 中 第 j 行 第 i 列 的 元 素 , 就 是 
албы + apb t+ F anb n 
其 中 az ,b; 各 为 4,B 的 元 素 。 但 此 式 为 BT 中 第 i 行 元素 与 47 中 第 j 列 的 对 应 元 素 
的 乘积 之 和 , 故 知 (4B)' = B'A", 
ВА 为 一 满 秩 方 阵 ,由 АА == 了 I, 按 转 置 规则 可 得 (4 1)74T 一 工 故 有 


(A)T = (АТ)! (2.28) 
АТ =А(В а; =a) ЖЕ А ЖУКА, AT = — AC a; = —а,) ВЕ A 
ЖКУ Җ. Е. 
Ж ААТ =1, 8 АТ=А , 称 4 为 正 交 矩 阵 。 因 一 行列 式 的 值 与 其 转 置 行列 式 之 
值 相等 ,所 以 
det(AA') = dethdet4I = 1 
(detA)? = 
detA =+ 1 


ГАЛЕ РЕТКО 38 + 1, detA = 1 时 , 称 A УЗЕ ЯЙ, E Ж E; detA = —1 
ШЇ, КА ЗЕ eja ЖБ. 

H AT =A ! 转 置 ,得 

(А 1)! = (AT = A = (A 13"! 

R| BL ТЕЗА RE BJ EE Jp W E ЗЕ Е 

WAT!=A !,B'=B ©, Д] 

(АВ)? = ВТА? = B A` = (АВ)! 

PJ BL IE 28 E БЕН) ЖЕЛАЛ A EREE. 


2.4 本 征 值 与 本 征 矢 量 
1. 方 阵 的 本 征 值 与 本 征 矢量 


设 4 为 给 定 的 n 阶 方 阵 , 对 于 数 4 与 维 的 非 零 矢量 所 构成 的 列 阵 XX， 
АХ = АХ 或 (4 一 A)X=0 (2.29) 
成 立时 , 称 4 为 4 ЮЖД, ХОРАМ А 的 本 征 矢量 。 
式 (2.29) 对 于 X 有 非 零 解 的 条 件 是 
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2.4 ”本 征 值 与 本 征 矢量 
an 一 从 ар а» 
беса aD = | “' СА ИЕ (2.30) 
aa аа се asa 
这 个 的 # 次 方程 称 为 A 的 本 征 方程, 它 的 个 根 就 是 4 的 本 征 值 。 
例 2.3 жшн || | 的 本 征 值 与 本 全 矢量 ， 
E KENE 


1 一 人 一 ; 
| ' |= a-a} + = AQ 2 = 0 


1 工 一 从 


所 以 本 征 值 A 二 0,4, 二 2。 


由 


可 见 ,对 于 本 征 值 0 的 本 征 矢量 为 (J 对 于 本 征 值 2 的 本 征 矢量 为 


(1) tani map, 


例 2.4 设 和 矩阵 A= (a; ) 的 本 征 值 为 Ài Аан A, 时 , 试 证 : (1) detA =À; À; °° 
Мз (2) trA Sài TA Hee TA, GERE A 的 对 角 元 素 之 和 称 为 矩阵 4 的 迹 , 表 示 为 


КА), 


证 JERFA ЖЛЕ У 


由 于 Ду 人 2 9， 


qu — À aiz s. Ain 
a À Azn 
det(A — АГ) = i ® | 
an аш t a, А 
= a, Farii He ba ia + (— А" = 0 (a) 


sÀn 为 本 征 值 ,因而 
а, Fari A Hte Бад + C— 1)" 
= (Ау 一 人 (CA А) Q, А) (b) 
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(1) 式 (a) 中 , 令 4==0, 得 аегА = а, ; (ЬЬ) ф. 2 д=0,486 а, ААА, ВТ 
detA = Дудз "А, 
D 在 本 征 方 程 的 行列 式 的 表示 中 ,虽然 主 对 角 线 元 素 的 乘积 是 
(ai = А) (аз AÀA) lam А) 

{Н В НУ ГВЕН Bl A Вун КИ БАК. ХАНТ Мт. р 
别 取 出 一 元 素 所 作成 的 п 个 元 素 乘积 的 n! 个 的 和 。 因 此 除 主 对 角 线 元 素 的 乘积 以 
外 各 项 的 对 角 线 元 素 至 少 有 两 个 消失 了 。 故 对 于 1 项 多 是 ”一 2 次 。 

比较 (cu —А) (аз 一 1) Cam А), СА А) СА А) А, тА НА, 

ПА = an Бае T Ба, = А + À Б БА, | 


2. PEHEE 6 Aç Ж. С Hermite) 4E E., Я Е E 


将 矩阵 A уж FH HHE pE ВОТ fE pk, BU ВЕ, ЖК у A ВОЗЕ Е £ , ўс E 
。 即 


>| 


显然 4 ЮИ ВЯ ИКА) = (АТ), 
(А) =A Ff, А Ж ЖЕЕ BI Jy Е А = (а), ТН isj H а} =4ji o 
由 于 as 一 asy 所 以 对 角 线 上 的 元 素 都 是 实数 。 

1 i 1—1 
—i —1 1 
1-H 1 2 

实 对 称 矩 阵 当 然 是 埃 尔 米 特 矩 阵 。 
方 阵 满足 UTU= 二 IT 时 ,U ЖОЛЫ ЕК. 

1 i 

2 V2 
例如 W W 是 本 和 矩阵。 

JZ J2 
шд X т ЖП, PAE 8: BJ $r УП zÑ Н] AAE 1,ЗЕ ФЕ EE iS IF ҖЕ Е EE E ар, 
满足 474 一 447 的 方 阵 A 称 为 正规 矩阵 。 挨 尔 米 特 矩 阵 . 酉 矩阵 都 是 正规 

ЖЕ 
ж ” 埃 尔 米 特 和 矩阵 的 本 征 值 是 实数 ,作为 特殊 情况 , 实 对 称 和 矩阵 的 本 征 值 是 
证 i H WIRKE, A 为 本 征 值 时 , 则 有 使 得 НХ=лХ,Х-=0 [0 X {Р ЛЕ. 
X (HX) = XT(AX) = АХТХ 


例如 是 埃 尔 米 特 矩阵 。 


同时 
XT(HX)= Х'(Н'Х) = (X'H')X 


2.4 ”本 征 值 与 本 征 矢量 


因此 


由 XX 关 0 ,得 及 TX>0, 所 以 A 二 4, 即 4 是 实数 。 

实 对 称 和 矩阵 是 埃 尔 米 特 矩 阵 ,所 以 其 本 征 值 为 实数 。 

定理 ” 西 矩 阵 的 本 征 值 的 绝对 值 是 1。 作 为 特殊 情况 , 正 交 和 矩阵 的 本 征 值 的 绝 
对 值 是 1。 

证 iU ERER. 为 其 本 征 值 , 则 有 使 得 UX 二 XX,X 关 0 ХЕ. 

XX= Х'1Х = KI UUX = (UF)'UX 
= (АХ)ТАХ = AXIX 

因此 有 (1 一 六 A)XX'X=0, 但 是 X40, ХТО, Т 1 二 入 二 |4|? ,从 而 |A|==1。 

因为 正 交 和 矩阵 是 西 矩 阵 , 所 以 正 交 和 矩阵 的 本 征 值 的 绝对 值 是 1。 


3. ЖЕТЕ Ж] # 1С 
设 4 为 实 对 称 和 矩阵 ,由 式 (2. 29) 有 
АХ“? == 和 X? (a) 
AR XO ,得 
XOTAX® = À. XOT”? (b) 
同 理 , 有 
XOTAX O 一 Аф TE (c) 
将 式 (b) 转 置 ,得 
XT AX = àc XOT XO (d) 
将 式 (d) 减 去 式 (c) ,得 
0 = (Асо — A ХОТХО (е) 
设 XA Ado ; 则 | 
X° PT XD = 0 


КИҢ, ЖЕРЕ A 的 两 个 不 同 的 本 征 值 46 与 ko 相伴 的 本 征 矢量 具有 性 质 
ХОТХО 一 0, 所 以 这 两 个 列 阵 是 正 交 的 。 
一 般 如 果 本 征 值 是 互 异 的 , 则 
| ХОТХО =0, ;= j (2.31) 
选择 适当 的 标量 因子 ,可 将 本 征 矢量 XO 正规 化 或 称 正 交 归 一 化 ,使 得 ХОТХО = 
1。 一 般 可 将 本 征 矢量 正规 化 ,使 得 
ХОТХО = 1, i=j (2. 32) 
严格 说 来 AO 31) 与 式 (2. 32) 的 右边 是 矩阵 ,但 大 多 数 情况 下 ,可 将 它们 看 成 
жЕ. 
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用 正 交 归 一 的 六 ,XX ,Ko 组 成 


ж” z£ 


РТ = (XV , X? 
因为 РРТ 1, 所 以 P REXER. 


1) 
xi ХТ 


2) (2)T 
х x 


z X° т 


„б , X ) 


АРТ = (АХ, АХО, ..., АХ) 


= Q X°” AX? 9 


所 以 


ХТ 
x° T 


РАР = PAP" 


== diag(A Аз» ***,А,) 
人 可见 P 'AP 是 以 A BJ À #F IÉ fE 29 E: ЕН g НОЯН Е.П 5 diag l ,hs ，…， 


Аһ) 


一 般 的 情况 是 : 对 于 正规 矩阵 4( 即 44 一 447), 存 在 适当 的 酉 和 矩阵 U , n] f 


XT 


e, АХ ) 


(АХ АХ ‚+ ***, А.Х) 


(2. 33) 


矩阵 


U 'AU 为 对 角 短 阵 。 这 个 对 角 阵 的 对 角 线 上 的 元 素 是 4 的 本 征 值 。 反 之 ,由 酉 矩阵 
能 对 角 化 的 矩阵 是 正规 矩阵 。n WAEREA 的 正规 矩阵 的 必要 与 充分 条 件 是 ,能 从 A 


的 ”个 特征 矢量 中 取出 正规 正 交 系 。 显 然 , 若 4 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 可 由 正 交 和 矩阵 将 


其 化 为 对 角 阵 (有 关 证 明 请 参考 线性 代数 或 矩阵 论 ) 。 
例 2.5 试 证 能 用 西 和 矩阵 使 其 对 角 化 的 矩阵 是 正规 矩阵 。 


证 BAADE U 为 西 矩 阵 ,U"AU 一 D E XJ fi kE E, X Fk ртр=ррт. 


HF UAU=D, kA A=UDU', FE 


ATA = (UDTUT) (UDUT) = UDT DU? 


所 以 


ААТ = (UDUT)(UD IU!) = рр 


АТА = ААТ 
设 正 规矩 阵 4 ШЕЖЕ ЖЕЕ A Е ЕЕН, 


24 本 征 值 与 本 征 矢 量 


57 


AM 0 0 

0 À; 0 
AU = U I 

0 0 on. Àn 


U HIREA X Xe ‚Х„Ҥ{,Х,,Х,,.,Х„ 是 正规 正 交 系 ， 
AU = A(X, ,Х,,..,Х,) = (AX, sÅX23* ,AX,) 
А о... 0 
0 А е 0 
= (X, ,X,,--- X,) | 
0 O == 2, 
= QAX i ,A X250 A,.X,) 
ВТ AX, =X; B X, BATEE EERE. 
012.6 把 下 面 的 矩阵 化 为 对 角形 和 矩阵; 


1 2 2 
А= |1 一 1 1 
4 一 12 1 
解 ” 先 求 本 征 值 。 
1—A 2 2 
1 一 1 一 ， 1 |= + a]l 
4 一 12 1—4 


=— Q — 1)? 十 1) 一 0 


Æ FË А, l,A 二 i,As 二 一 i。 
由 计算 易 得 ,对 应 于 一 1,4s 二 i 二 一 i 的 本 征 矢 量 分 别 为 (3,1, 一 1),(4 十 2i， 
1 二 i, 一 4),(4 一 2i,1 一 i, 一 4) ,它们 线性 无 关 。 取 
3 4 十 2i 4 一 2i 


Р= |1 1+i i>i 
—1 —4 一 4 
可 得 
10 0 
Р'АР = 0 i 0 
0 0 —i 


由 式 (2. 33) ,有 
trCP-4P) = А + A Hee + X, 
又 由 例 2. 4 可 知 
trA = À +A + БА, 
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tr(P'AP) = trA 


再 则 
uP 'AP)' = XL+ A+ + X 
另 一 方面 
(РАР)? = trP !APP 1AP = trP iAP = trA2 
故 有 
ТА? = А-А T: + A2 (2. 34) 
定理 A"(n 为 整数 ) 是 A" 的 本 征 值 , 是 其 本 征 矢量 , 即 
А'Х = "X (2.35) 


证 $ m KERK,  А"Х = À"X , W 
АХ = AA”X = АА”Х = А"АХ = A” X 
# 4 是非 奇异 矩阵, 则 A XSA AC 1AX 二 4 '!'AC1AX=A X, RAX X, 
则 
А ОХ = АСА "Х= À l) "X 
f = А "A X = X”. X = y tD X 
4 6 0 


例 2.7 设 A= | 一 3 一 5 0|, 求 al. 
一 3 —6 1 


解 ” 先 求 本 征 值 与 本 征 矢量 。 


4 一 人 6 0 
det(4 一 M1) 一 | 一 3 一 5 一 人 0 
一 3 一 6 1—A 


=— (Q — 0А +2) = 0 
故 本 征 值 和 二 一 2,4s 一 hs 二 1。 对 应 于 入 二 一 2, 方 程 组 (4 一 X41)X=0 成 为 


баб) 6259 = 0 
= 321) — 32) = 0 
= 3217 — 6r 二 3x 一 0 


其 基础 解 是 (一 1,1,1), 即 对 应 于 4 一 一 2 的 本 征 矢量 可 写 为 (一 1,1,1)。 
同样 可 以 求 得 对 应 于 A= A = 1 的 本 征 矢量 可 写 为 (一 2,1,0),(0,0,1)。 
容易 验证 ,这 三 个 本 征 矢量 是 线性 无 关 的 。 

取 


2.4 本 征 值 与 本 征 矢 量 


59 


一 1 一 2 0 
Р = 1 1 0 
1 0 1 
则 
1 2 0 
P` = —1 一 1 0 
—1 —2 1 
因为 
—2 0 0 
РАР = 0 1 O 
0 0 1 
所 以 
—2 0 O 
A=P| 0 1 ОР 
0 0 1 
一 2 0 0 一 2 0 
А = р) 0 1 0IP'‘iP| 0 ор! 
0 0 1 0 0 
一 2 0 0}? 
=P| 0 1 0| р 
0 0 1 
一 2 0 0)!% 20 0 
А!" = р) 0 1 0| Р!=Р| 0 1 
0 0 1 о 0 
一 1 一 2 0)/2% 0 0 1 
一 1 1 0 1 0| —1 
1 o 1){0 o 1]{—1 
— 219 2 0 1 2 0 
= 2100 1 0 一 1 一 1 
21% 0 ıj!—1 一 2 
一 2 十 2 一 20 42 0 
一 2!% 一 1 2—1 0 
2 一 1 2—2 1 
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2.5 凯 莱 -哈密 顿 定理 


凯 莱 -哈密 顿 (Cayley-Hamilton) 定 理 ; ФА En 阶 方 阵 , 它 的 本 征 方程 为 
det(A — А) = (= 12” +a + Ча, iÀ ja, = 0 
则 有 
(= 1А" +a, A"? + a, A +а,1 = 0 (2.36) 
该 定理 还 可 表述 为 : 方 阵 满足 它 自己 的 本 征 方程 。 
证 伴随 矩阵 adj(4 一 A 并) 的 元 素 中 含 4 的 最 高 军 次 为 n 一 1 次 , 即 最 高 到 4" 
项 ,表示 为 
adj(A АМ) 一 BX”! 十 BA 2 + B,A7 3 + ++ 
+B, 3А + B,.,À + B, 
根据 行列 式 展 开 的 性 质 有 
(А —Al)adj(A — АМ) = Idet(A — ADD 
故 有 
(А = ALBA” В.А" В.А" ee H BoA? 十 B, ,A + B...) 
=I (— 1)" da + anaa, ] 
使 上 述 等 式 两 边 1 各 次 短 的 系数 相等 ,得 
— B, = (— D'I 
АВ, — B, 一 ai 
АВ, — В, = a,l 


АВ: — В, = apol 
АВ, — В, = а, |1 
AB, = a,l 

将 以 上 各 式 从 上 到 下 按 顺 序 分 别 乘 以 4" ,4 ,A"?,…,A?,A,I, 并 相 加 得 

(一 1)"4" 十 ah"! 十 … 十 a, A +а1 = 0 
例 2.8 3X3 ИЕ А 的 本 征 方程 可 写成 
一 CA 十 和 十 Xs) 十 Ghzhs 十 Ws 十 MAA 一 AAsAs = 0 
即 


АЎ АЧТА + Jaara? ПА? ] — detA = 0 


根据 凯 莱 - 哈 密 顿 定理 , 即 方 阵 4 满足 它 自己 的 本 征 方程 ,于 是 有 


2.5 凯 莱 -哈密 顿 定理 


A° — A’ trA + ZALGA)? СА? ] — IdetA = 0 
设 A 为 n Bris Ek E, RERED A аА a, Ata, = 0 时 , 根 
据 凯 莱 - 哈 密 顿 定理 ,有 
А" +a А" -+e +a, Atad = 0 


Rp 
| asl =— (А Ha, A? +e +а, DA 
因为 
detA = 0 
所 以 
a, £ 0 
故 有 


— (АЛ 1 Фад"? 4: as DASI 


A ЖЖЖ Е ХЕ Х.А 
A’ 一 一 二 (4 一 Lpa A? +. Фа, D (2.37) 


式 (2. 37) 表 明 ,4 “可 以 由 数 与 4( 包 括 D 8538382 ЖАП ЯП Ж ЖЕЛ. 3 ПШ BI 


1 —2 1 
例 2.9 求 方 阵 4= | 一 2 1 一 1 | 的 逆 阵 。 
1 —1 1 


Ж ”因为 4 的 本 征 方程 为 


det(A— АР) = 2 1 一 —1 
1 一 1 1-4 
二 一 和 十 3 十 34 一 1 二 0 
根据 式 (2. 37) ,有 


1 


= — — (A ЗА 4-3) 二 一 A + ЗА 4 31 


C 1) 
1 —2 1]? 1 一 2 1 1 0 O 
一 一 | 一 2 і —1| 十 3| 一 2 1 一 1 十 3|0 1 0 
1 一 1 1 1 一 1 1 0 0 1 
一 6 5 一 4 3 一 6 3 3 0 0 
一 5 一 6 4\+ | 一 6 3 一 3| 十 I0 3 0 
— 4 4 一 3 3 一 3 3 0 0 3 
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0 —1 —1 
= | 一 1 0 1 
—1 1 3 


如 果 知 道 п MAEA 的 本 征 多 项 式 下 CA) ,运用 凯 菜 -哈密 顿 定理 ,4 的 任意 多 项 
式 的 计算 ,可 归结 到 次 数 为 n 一 1 以 下 的 多 项 式 的 计算 。 
设 F(4) 为 4 的 多 项 式 , 用 FG) 除 /CQ) 就 得 到 如 下 的 形式 : 
FA 一 QGOADJFGOD) 十 ROAD ROAD) 的 次 数 迄 2 一 1 
H ККА) =0,18 А) = КСА), ВНЖ, f(4) 时 ,只 要 计算 КОА) ВА, 


1 0 2 
例 2.10 已 知 4=10 —1 1|, 求 24: 一 345 十 和‘ 十 A 一 41。 
0 1 0 
1—A 0 2 
解 FO) 二 | 0 -1 一 A 1 | 二 一 (0 一 2 十 1) 
0 1 一 人 
而 
24% — ЗАЎ +a +A — 4 
=— (А? — 2А + 1) (— 24% — 42! + 5А? — 9A + 14) 
-+ 244° — 37А + 10 
因为 
F(A) =— (А? —2A+ D = 0 
所 以 


2А* 一 34 +A' +A? 一 4 
=24А* — 37A + 101 


1 0 2] 1 0 2 1 0 O 
=24|0 —1 1| —37|0 一 1 1[+10]0 1 0 
0 1 0 0 1 0 0 0 1 
24 48 48 — 37 0 一 74 
= | 0 48 一 24| 十 0 37 -| 
0 一 24 24 0 一 37 0 
1 о O 一 3 48 一 26 
十 |0 10 о! = 0 95 —61 
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2.6 极 分 解 定理 


1. EZE 


定义 (1) 设 4 是 ” 阶 实 对 称 方 阵 , 如 果 ХТАХ 对 于 列 阵 X 的 所 有 非 零 值 都 是 
ЈЕВ, ДКА ЖЕ ЖЕЕ, X220 Н, ХТАХРО, 
(2) 如 果 对 于 不 全 为 零 的 任何 实数 21 | T s *** T, ;二 次 型 


F(xri ,Xs otn) = У\ауха, > 0 


ivj=1 


则 称 此 二 次 型 是 正定 的 ,其 对 应 的 实 对 称 和 矩阵 А = (a, ) 称 为 正定 矩阵 。 

定理 n 阶 实 对 称 方 阵 4 是 正定 矩阵 的 必要 与 充分 条 件 是 4 的 本 征 值 都 是 
正 数 。 

# 4 为 正定 矩阵 ,4; 是 其 本 征 值 ,而 对 应 的 本 征 矢量 为 X, , B дех, 二 1, 由 定义 
可 知 


XI4X > 0 
因为 
ХОТАХ = ХОТАХО = ХОТХО = А, 
所 以 
Мм > 0 
充分 性 


# 4 的 本 征 值 ,六 0(G 一 1,2,…,w) ,由 式 (2.33) ,可知 ,存在 正 交 和 矩阵 P, {E 
PTAP = diag(Ài Azs sÀn) 
А = P'diag(A ,A se sÀn) 
X'AX= X'PTdiag(A ,А, ,As PX 
= diag(àı sÀz»*** A, ХРТРХ 
= diag(Ai ,Az АХ X 
A Х540,4,220, WA X 4X>0, 所 以 4 是 正定 矩阵 。 


2. EFE IHD AER E 


定理 一 任意 的 非 奇异 方 阵 下 可 惟一 地 分 解 为 一 正 交 和 矩阵 R ЕЕ РН 
FE U 或 V 的 乘积 , 即 
F=RU 或 F=VR (2. 38) 
证 存在 性 
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S C=FTF,J:£ X— FX, T: C 是 对 称 和 矩阵 ,还 有 
X'CX = X'F'FEX = X'X 
# Х50, 1 X X>0, E XCX>0,C 是 正定 的 ,其 本 征 值 都 是 正 数 ,并 用 Л? K 
WWA. # C 的 正规 化 本 征 矢量 为 于? , 取 Р(Х , X? eX”), РАЈЕ 
ЖЖ. HA 
РСР" = дїар(Аї,А2,°°,А1) 
定义 
U = P'diag(Ai ,Nh stt sAn) P 
则 
x'ux = (РХ ) "іар (А. i ,As ,°° sÀn) PX 
因为 P 是 正定 列 阵 , 故 上 式 大 于 零 , 即 ХТОХ 0, 7 N, U EEEE. 
下 一 Pdiag( ,hz ,°° As)PPT diagCAi ,Ms sn A DP 
= РТ аар (дї ,A 02)P = С 
HÆ X USP дар (А, ,А, *"-,А,2Р,А:220 且 了 为 正 交 列 阵 , 故 U 为 非 奇异 矩阵 。 
再 定义 R= FU '。 要 证 明 式 (2. 38) 中 第 一 式 的 存在 ,只 要 证 明 R 是 正 交 的 
即 可 。 
RIR=UFIFU! = UCU” = 079707 = I 
所 以 R ХЕ ДЖЕ1Е5ЗЕЕ 
X EX V=RURT , 同 理 可 证 Y 是 正定 的 ,并 有 下 =YR。 
惟一 性 
假设 存在 另 一 分 解 F=R,U, ,其 中 及 是 正 交 的 ,而 U, 是 正定 的 。 于 是 
Ui = UTU, = (RIF)TRIF = FIRIRIF= ЕТЕ = С 


РІЛР" = (PU, P") (PU, РТ) = diag(A? 22, ... 12) 
所 以 
PU, P” 一 diag( 士 1 ,十 1，…， 士 1) 
U, 一 Pdiag( 士 Mi， 士 1，…, 士 1.) 忆 
X'U X= XT PTdiag(+ Ai, БА, +, A PX 
== 27 аіав(- А, БА», EAn) 
=A Eag +++ +A, 
这 些 U, 中 只 有 都 取 正 号 的 那个 是 正定 的 ,因此 U =U, 
由 定义 R= FU ',jX Ë R, 一 FUT = FU = Е; hX V = ВОКТ, IB v, = 
R U R =RUR' =V; F=RU 及 下 一 VR 是 惟一 的 。 
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>J 


2.1 ШЖА= 


л оо e 


2.2 设 A= 


= сл = 


В; (2) А—С; (3) 


2.3 W A= 


2.4 W A= 


2. 5 zas 


(1) АВ; (2) СТА, 
0 1 i 
,B= 
2 2) А 
С; (2) BTC; (3) АС; (4) СА, 
2.7 求 下 列 算式 中 的 矩阵 ХА, 


1 2 3 
(1) | 
[з —1 2 


2.6 i A= 


3 —1 1 

(2) 2 
一 2 
3 
2 
I А = (а„)„х„,В== (0), 


2.8 ЖБ X, 19 2x+ 


2.9 


—2 b q 
一 51, 求 D==1r s |, 使 得 A 十 B 一 D 二 0。 
3 t u 
3 —1 2 4 1 2 
4 2 5 ,C= |0 3 21, 计 算 ; G) A+ 
2 0 3 1 一 2 3 
1 2 3 
=|4 5 6|, 计 算 4B,BA4。 
1 2 3 
71 2 —1 1 
一 1 2 :C= ‚7 
k —2 н tH 
0 1 
1 0 —1 3 
,C= ` ,i i; (1) 2A + 
2—1 N | 1 Б ТЕ 
0 1 
—2 —1 
—1 1 
=0 
1 2) 
11 1-2 0 
1 1 2| ° 


;C= (c; ) xp , 试 证 A(B+C) =AB+AC, 


2.10 ”对 于 两 个 矩阵 A、B, 求 使 得 (4 十 B): 一 4 十 24B 十 B? 成 立 的 条 件 。 


2.11 


设 A= (a; ) „хп ‚В = (b; Эх» ,C= (Ci ) рхо „БЕ А(ВС) = (АВ)С, 
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2.12 ЖА у mXn bEBE,B H nX p 5 [E ,C 为 rXg 和 矩阵 。 问 : p,q,r 应 满足 什么 
条 件 才能 进行 下 列 运算 ? 运算 结果 的 阶 次 是 多 少 ? (1)4BC; (2)ACB; (3)4(B 十 C) 。 
2.13 ” 试 证 方 阵 可 惟一 地 表示 为 对 称 抢 阵 与 反对 称 矩 阵 之 和 。 


1 2 一 1 
2.14 将 A 一 | 3 0 1 | 表示 为 对 称 矩 阵 与 反对 称 和 矩阵 之 和 。 
— 2 3 | 
2.15 Ё n MERAS WIREK asana, Ж aaa, R 
ЖАТА, 


2.16 л ИВА 的 行 和 撩 量 为 a a... a ,试用 am ,ac ,ac 表示 
4 4= 工 成 立 的 条 件 。 
2.17 А,В ХК ИЕН, ТАШ AB+ BA 为 对 称 矩 阵 ,4B 一 BA4 为 反对 称 和 矩阵 。 
2.18 4 为 对 称 和 矩阵 ,如 为 反对 称 和 矩阵 , 求 AB 为 反对 称 矩 阵 的 条 件 。 
2.19 А,В 为 同 阶 方 阵 , 定 义 和 矩阵 的 迹 tr4 一 ai Han + а, ,求证 tr( A+B) = 
trA+trB, 
2.20 А,В 为 同 阶 方 阵 , 求 证 tr(AB)=tr(BA), 
2.21 ШЖ AB=A,BA=B, WE A УВ KERSA A2= A) 
2.22 ШЖ АВ=А,ВА=В,]АЙЕ: (1) ВЇАТ=АТ,АТВТ=В!; (2) AT + BT 都 
Ze $E SF AE E; (3) # A 有 逆 阵 存在 , 则 A= 二 B=I。 
1 1 3 
5 2 6 у ИЕ Е Ср 43 一 0) 。 
一 2 —1 一 3 
2.24 若 4 为 二 阶 寡 零 矩阵 , 试 证 4(T 士 4) "一 4 为 任意 正 整数 。 
2.25 试 证 (4B) !=В 14-1。 
2.26 ЖА ЖЖЖ {рл 阶 方 阵 , 试 证 ; (1) (А T=) 1; (2) (4)! = 
A 1; (3) (А!) != (A DT. 


2.23 试 证 4= 


1 2 3 
2.27 计算 4 二 | 一 1 0 1| 的 道 矩阵 。 
3 3 4 
2.28 ПЯ КЖЕ Г Hi Е 
1 2 0 O 
1 2 —1 
0 3 0 O 
d) 4 一 | 一 1 1 2|; (2) B= 
0 0 2 1 
2 —1 1 
0 0 0 3 


2.29 Fi A,B 是 可 交换 的 非 奇 异 矩 阵 ， PAIE F ABAE REE T E H H (1) A S 
; (2) А :与 如 -1 


习题 
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230 ЖА, B E dF ñ X ЖШ EE, Н nf ЖЖ, pF: А! B, AB :与 
А'В :是 对 称 的 。 

2.31 试 证 当 且 仅 当 (1 一 和 4) (1 十 4) 一 0 时 ,矩阵 4 是 对 合 和 矩阵 ( 即 А =). 

2.32 ЖФА 7, В= РА 5,5 为 标量 , 试 证 4 与 B 是 可 交换 的 。 

2.33 ЖА 为 方 阵 , 试 证 : (1) АА! 5 АТА 是 对 称 的 ; (2) A+AT.AA7.ATA 是 
埃 尔 米 特 矩阵 。 

2.34 若 互 是 埃 尔 米 特 矩 阵 ,4 是 适合 于 下 列 运算 的 任何 矩阵 , 试 证 (4)7BA4 
是 埃 尔 米 特 和 矩阵 。 

2.35 ЖА жп 阶 方 阵 , 试 证 B 二 4 十 4' 是 对 称 的 。 

2.36 ÆA B&n 阶 对 称 方 阵 , 试 证 当 且 仪 当 4 与 B 可 交换 时 ,4B 是 对 称 的 。 

2.37 WWE: т ЙА RATRE HI CRATER) P Em Xn HERE ДВЕ P'AP 
是 对 称 的 (反对 称 的 ) 。 

2.38 若 4, 吕 是 2” 阶 方 阵 , 试 证 当 且 仅 当 4 一 好 ВАС 为 标量 ) 时 ,4 5 В 
是 可 交换 的 。 

2.39 ЩИ P AIER RERE, Р 'AP УА 的 本 征 多 项 式 相同 。 

2.40 IHE n 阶 实 对 称 方 阵 的 本 征 值 都 是 实数 。 


2 1 1 
2.41 用 正 交 和 矩阵 将 4A== |11 2 1| 化 为 对 角 和 矩阵 。 
1 1 2 
7 —2 1 
2.42 йА=|—2_ 10 —2|,P''AP=—diag(Ai àA) ,A 是 A 的 本 征 值 , 求 
1 一 2 7 
正 交 和 矩阵 P., | 
2.43 求 下 列 和 矩阵 的 本 征 值 与 本 征 矢量 。 
一 2 0 1 
—1 2 
a | ): ә 0 0 0|。 
3 0 
4 0 —2 
2.44 求 下 列 矩 阵 的 本 征 值 与 本 征 矢量 。 
1 2 1 1 1 1 
of 2; (2) |1 —1 —1|, 
1 2 1 1 一 1 1 


2.45 En KIEA 有 ?7 个 线性 无 关 的 不 变 矢 量 , 试 证 РАР = diag (A), 
А |... sÀn) sÀ; 是 A 的 本 征 值 。 
2 2 1 
1 3 1| 化 为 对 角 和 矩阵 。 
1 2 2 


2.46 ЖА= 
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2.47 设 4 为 三 阶 方 阵 , 试 证 
det(A — АЈ) à? + 1гАА? — tr(adjA)À) + detA 


—1 2 
1 


,计算 


2. 48 #a=| 


(А* — ЗА? — 442 + 22А — 6D `! 

2.49 ЩЕ: АЮЫ EREE А 为 本 征 值 , 则 一 也 是 本 征 值 。 

2.50 WHE: A 为 三 阶 正 交 和 矩阵 , 且 det4= 二 1 时 ,具有 本 征 值 1; 其 次 ,如 果 一 1 
是 本 征 值 , 则 它 是 本 征 方 程 的 重 根 。 

2.51 WEDE A 可 惟一 地 表示 为 4 二 B 十 iC(B,C УЖЖ Е). 
li i 

3—i 

2.52 XF n MERA 以 及 非 零 的 n 维 行 矢量 x, 试 证 满足 xA Sax ЖА 不 外 
是 А BEWE RRE х AA 的 左 本 征 矢量 ;而 满足 Ах 二 Xx 的 x 叫做 右 本 征 矢 量 。 
只 说 本 征 矢 量 时 , 指 的 是 右 本 征 矢量 。 

2.53 WWE: 矩阵 А 为 奇异 阵 时 ,4 具有 本 征 值 0; 反 之 , 若 4 具有 本 征 值 0, 则 
4 是 奇异 阵 。 

2.54 WWE: A 为 非 奇 异 阵 时 ,4 的 本 征 矢 量 是 4-: 的 本 征 矢 量 。4-: 的 本 征 值 
是 什么 ? 

2.55 证明 与 4 的 本 征 值 中 相 异 的 本 征 值 所 对 应 的 本 征 矢量 是 线性 无 关 的 。 

2.56 л MERA 具有 相 异 的 个 本 征 值 。 证 明 , 若 АВ=ВА,Ш А 的 本 征 
矢量 为 B 的 本 征 矢量 。 


A= 


ажа A=B+iC 的 形式 。 


b 
2.57 жет“ ? азе 50. 
1 1 
2.58 矢量 一 | ashi raene. 
1 
2 


z 


2.59 求 与 矢量 x 二 | 2 
—1 


都 正 交 , 且 大 小 为 1 的 矢量 。 


sX 一 


2 
1 
—1 
0 0 1 
0 1 O 
1 0 0 


2.60 求 与 矢量 x 二 | 一 1 都 正 交 , 且 大 小 为 1 的 矢量 。 


| X> = 


2.61 用 适当 的 本 矩阵 使 矩阵 RA XE. 
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1 一 ! | 
用 适当 的 西 矩阵 使 矩阵 ; RANAR. 
1 2 
设 A=|。 1 | ,计算 A"(n 是 正 整 数 )。 


1 
1 1 ,用 凯 菜 - 哈 密 顿 定理 求 4: ,4 。 设 4 УЕА, k 
3 1 


第 3 章 
k EHS 


物理 学 定律 不 应 该 依赖 于 研究 者 为 了 描述 某 一 物理 现象 所 选择 的 坐标 系 。 张 量 
分 析 的 主要 目的 正 是 给 人 们 提供 一 种 数学 工具 , 它 可 以 满足 描述 物理 学 定律 与 坐标 
系 的 选择 无 关 性 。 张 量 概念 首先 讲述 坐标 变换 、 指 标 与 爱 因 斯 坦 求 和 约定 、 克 罗 内 克 
(Kronecker)ó 符号 .排列 符号 ,然后 讲 北 变 、 协 变 矢 量 。 二 阶 张 量 的 概念 及 其 坐标 变 
换 律 是 本 章 的 重点 。 最 后 介绍 了 高 阶 张 量 和 对 称 与 反 ( 逆 ) 对 称 张 量 。 


3.1 B| = 


物理 学 定律 不 可 能 依赖 于 研究 者 为 了 描述 某 一 物理 现象 所 选择 的 坐标 系 。 张 量 
分 析 的 主要 目的 正 是 给 人 们 提供 一 种 数学 工具 , 它 可 以 满足 一 切 物理 学 定律 的 重要 
特性 , 即 它 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 如 果 在 一 些 特殊 的 坐标 系 中 ,例如 直角 坐标 系 、 柱 
面 坐 标 系 或 球面 坐标 系 等 , 写 出 的 物理 方程 ,其 形式 都 不 一 样 , 这 样 不 但 演算 麻烦 ,而 
且 容 易 混 清 物理 问题 的 本 质 。 但 是 如 果 采 用 张 量 表达 形式 , 则 这 些 方程 不 论 在 什么 
坐标 系 中 都 有 具有 相同 的 形式 。 因 此 , 当 人 们 用 张 量 分 析 来 讨论 问题 时 ,只 要 证 明 列 示 
的 方程 在 一 个 选 定 的 坐标 系 里 是 正确 的 , 则 它 在 所 有 的 坐标 系 里 也 都 是 正确 的 ,也 就 
是 说 无 须 圭 在 每 个 坐标 系 里 去 验证 。 对 于 同样 的 一 个 物理 学 问题 ,用 张 量 形式 写 出 
的 方程 与 用 其 他 数学 形式 写 出 的 方程 相 比 ,不 仅 本 质 上 具有 普遍 性 ,而 且 由 于 符号 的 
对 称 与 简洁 ,使 得 方程 精练 而 完美 。 

张 最 概念 起 源 于 高 斯 (Gauss)、 黎 曼 (Riemann) 和 克 里 斯 托 费 尔 (Christoffel) 等 建 


3.2 N 维 空间 与 坐标 变换 
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立 的 微分 几何 学 。 张 量 分 析 及 演算 或 绝对 微分 学 ,是 由 里 奇 (Ricci) 和 他 的 学 生 列 维 - 
奇 维 塔 (Levi-Civita) 的 共同 研究 成 果 而 形成 的 数学 的 一 个 分 支 。 自 从 爱 因 斯 坦 
(Einstein) Æ 1915 年 发 表 了 关于 广义 相对 论 的 著名 论文 以 后 , 张 量 分 析 引 起 了 物理 
学 家 的 关注 。 近 年 来 ,许多 力学 问题 的 研究 工作 中 , 张 量 分 析 也 起 着 重要 的 作用 。 现 
在 ,如 果 物 理学 工作 者 或 力学 工作 者 对 张 量 分 析 没 有 一 定 程 度 的 通晓 ,将 会 严重 影响 
WRTH. 


3.2 六 维 空间 与 坐标 变换 
1. N 维 空间 


在 三 维 空间 里 ,一 个 点 由 三 个 变量 (例如 z,y,zioypyz 或 y,b,p 等 ) 所 确定 ,这 组 
变量 称 为 点 的 坐标 。 或 者 说 三 个 变量 x! ,x? ,za 的 集合 称 为 一 点 ,这 些 点 则 形成 一 个 
三 维 空间 。 

六 个 变量 уа, уд" 的 集合 也 称 为 一 点 (在 以 下 的 章节 里 ,上 标 1，2，…， 
i,… ,NN 只 作 标 号 使 用 ,没有 任何 乘 短 指数 的 意义 ;为 了 区 别 ,x’ 的 平方 用 (x')’ 表 
示 ), 所 有 各 点 形成 一 N 维 空间 ,用 V、 表示 。 

定义 N 维 空间 里 的 曲线 为 满足 下 列 N 个 方程 的 点 的 轨迹 : 

z = ух (ш), = 1,2,6, № (3.1) 
AF u 是 参数 ,而 и 的 NN 个 满足 一 定 连续 条 件 的 函数 ,通常 只 要 存在 所 需 的 各 
阶 导 数 就 够 了 。 | 

定义 WN 维 空间 的 子 空 间 Vw(CM< N) 为 满足 下 列 N 个 方程 的 点 集合 : 

大 Co， 一 2 (3.2) 
RPA AM 个 参数 局 yw им, z (ul... им ы! н? yu 的 NN 个 满足 一 定 
连续 条 件 的 函数 。 设 M= 六 一 1, 则 子 空间 称 为 超 曲面 。 


2. 坐标 变换 


设 (z: ‚тее rN) E (T! 2 Tv ) 是 一 个 点 在 两 个 不 同 的 坐标 系 中 的 坐标 ,并 
设 两 组 坐标 之 间 存 在 着 N 个 独立 的 关系 式 ，; 


L = rr 2 eeN) 
2 72 ? h 

х =r (Xx ,sr бәл”) 
т“ = xr" (x sr’ Ху 


k 
X 


= t (al, r,e, rn), k=1,2, N (3.3) 


72 


#зж KEAS 


式 中 ,7x' E z: 的 单 值 连续 可 导 函 数 。N 个 天 函数 无 关 的 必要 与 充分 条 件 是 39xi/3zxi 
组 成 的 雅 可 比 行列 式 不 等 于 零 , 即 


a аю _ Эг 
ax! да? Bk 
„ [гё ә ән 
J = det (535 )= дх\ az? Ix” 1-2 0 
Әл" Әд". gz 
дх! ar? дх" 


在 这 个 条 件 下 ,由 式 (3. 3) 可 解 得 

CT k=1,2,N (3.4) 
定义 式 (3. 3). 5Җ (3. 4) 为 从 一 个 坐标 系 到 另 一 个 坐标 系 的 坐标 变换 。 式 (3. 4) 
ERG. 3) 的 惟一 的 道 变 换 。 


3.3 指标 与 排列 符号 
1. 指标 与 求 和 约定 


引入 以 下 两 项 约定 ; 

(1) 除了 作 特 殊 的 说 明 外 ,用 作 上 标 或 下 标的 拉丁 字母 指标 ,都 将 取 从 1 到 NN 
的 值 。 
和 。 这 就 是 爱 因 斯 坦 求 和 约定 。 

根据 以 上 的 约定 ， 

az! Haz? + axr" = Хал 

可 简写 为 az'。 据 以 求 和 的 指标 称 为 哑 指 标 。 一 个 哑 指 标 可 以 用 任何 其 他 哑 指 标 代 
替 ,例如 aixi Saj n 在 应 用 求 和 约定 时 ,一 定 要 保证 任何 式 子 里 不 许 出 现 两 次 以 上 
的 指标 ,否则 式 子 的 意义 就 不 明确 了 。 

式 (3. 3). 式 (3.4) 中 的 指标 不 的 取 值 是 从 1 到 N, 但 没有 求 和 的 意义 ,成 为 自由 
指标 。 


例如 ,两 矩阵 相 乘 АВ=С,С 的 元 素 


n 
C; 一 aab + ap bz; 十 … + а.б, = > aby 
k=i 


应 用 求 和 约定 ,等 式 右 边 可 简写 为 axby 。 
三 和 矩阵 A,B,C 相 乘 后 第 1 1% 1 列 的 元 素 可 写 为 аб Сы о 


3.3 指标 与 排列 符号 


又 如 式 (3. 3) 的 微分 是 


N әх 
dri = У) dr’, i= 1,2,-.,М№ 
= —;_ ðr’ 
应 用 求 和 约定 ,可 写成 dr’ = dz, 


2. 克 罗 内 克 9 符号 
定义 ” 克 罗 内 克 人 是 


| 1, i=j 
' |o, тж) 
”如 果 不 分 上 下 标 , 克 罗 内 克 符 号 也 可 写成 6,。 
由 定义 显然 有 
S A. = A FAI = A 
д,А = A, A= A, 


在 三 维 空间 里 
0 = бү +Ó + дз = 3 


05 的 矩阵 是 单位 矩阵 , 即 
Ôn бә … бы 1 O … 0 
a= | ртт о), 
Qa бш … бы 0 0 : 1 
此 外 ,对 正 交 的 单位 矢量 e ,es ,e3, 有 e; * e, =. 
弧 元 的 平方 


Cds)? = (dri)? + (ах) ++ + (ах,)° 
可 写 为 
Cds)? = à; dzidzi 


3. 排列 符号 (permutation symbols) 
定义 “排列 符号 (又 称 交错 符号 ) 是 
1, 77 成 偶 排 列 


Es = 4—1, 1.3.6 成 奇 排列 
о, ”其 他 情况 


(3.5) 


(3.6) 
(3.7) 


(3.8) 


(3.9) 


关于 i,j,k 的 排列 这 里 作 一 说 明 。 如 果 将 1,2,3 中 的 任意 一 对 互 换 位 置 , 称 为 
一 次 置换 ,再 互 换 一 对 就 称 为 二 次 置换 。 如 123 一 132 一 312 就 是 二 次 置换 。 如 此 类 
推 可 得 三 、 四 等 次 置换 。 由 偶 次 置换 得 到 的 排列 称 为 偶 排 列 ,例如 ,123,231,312 为 
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偶 排列 。 显 然 , 奇 排列 对 应 于 奇 次 置换 ,如 132,321,213。 或 者 说 , 偶 排列 是 指 把 i, 
J ,排列 在 圆周 上 ,7 ,的 置换 按 逆 时 针 方 向 转动 ; 奇 排列 则 是 按 顺 时 针 方 向 转动 。 
其 他 排列 是 指 i,j,k 中 出 现 重 复 , 如 121,222 等 。 

由 定义 可 知 ,Ew 具有 如 下 的 对 称 性 : 


Ej Em SE Є yi Є 2; Є ж (3.10) 
根据 行列 式 的 性 质 及 Es 的 定义 ,可 以 证 明 3X3 Ж: A 的 行列 式 可 表示 为 
detA = Ç € Є маза аы (3.11) 
在 右手 正 交 坐标 系 里 ， 
е, Хе; = е, е, Хе, = е, е, Хе, = е, 
故 有 
e, X e, = C jrek (3.12) 
ж 
а = а,е;, b = Б,е; 
则 
aX b= (ае;) X (Б,е;) = a,b;(e, X e;) = aib; Є де, 
即 
a X b = Є ра ф,е, (3.13) 
容易 证 明 
a+ b= абд» (3.14) 
克 罗 内 克 符 号 与 排列 符号 之 间 的 一 个 重要 关系 是 
€C; Ea == bn — bg (3.15) 


3.4 Jó EEBE Ehr X а 
1. 矢量 的 两 组 分 量 
由 矢量 的 平行 四 边 形 法 则 ,可 以 将 矢量 а 在 两 坐标 轴 夹 角 为 9 的 1-2 坐标 系 中 


分 解 为 OB 与 OC 代表 的 两 个 分 量 。 如 图 3. 1 所 示 ,该 1.2 两 坐标 轴 的 基 矢 量 分 别 为 
Eiga! wa? 分 别 为 a 沿 1.2 坐标 轴 的 分 量 。 
由 
ОА = OB + OC 
则 
a = a'g а? в = a'g; (3.16) 
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式 中 , 带 上 标的 分 量 a! ,a? 称 为 矢量 a 的 逆 变 分 量 。 
过 原点 O 作 坐 标 系 1~2', 使 轴 1 垂直 于 轴 2, 轴 2’ 垂直 于 轴 1。 矢 量 a 在 1,2 轴 
的 投影 分 别 为 AD,AE, 延 长 AD,AE, 分 别 交 轴 1 、 轴 2 FBC FE 
| ОА = OB + OC 
Бе, 分 别 为 1 ,2 HBD E X BE CHE. 不 是 单位 矢量 。 因 为 若 e ,e; 为 单位 
矢量 , 则 gog 的 绝对 值 为 1/cosb, 见 图 3. 1) ,al a: 分 别 为 矢量 a 沿 轴 1、 轴 2 的 分 
量 , 则 
a = agi tag? = а,в? (3.17) 
式 中 , 带 下 标的 分 量 a ,as 称 为 矢量 a 的 协 变 分 量 。 因 一 般 情 况 下 |g’ | 关 1, 所 以 协 
变 分 量 а, 并 不 就 是 分 矢量 ajg’ (不 求 和 ) 的 大 小 。 
以 上 阐述 的 三 维 空间 的 概念 ,不 难 推广 到 多 维 的 情况 。 
Ж {ЕДЙ ЖАШ a 与 ,将 a 分 解 成 逆 变 分 量 ,6b 分 解 成 协 变 分 量 , 即 
a = ag, b = б? 
选择 基 矢 ,使 它们 满足 条 件 а + g, 0; WH 
а. b = a'g; а,в = афв, • 8 = аб, = аф, 
上 式 表明 ,如 果 一 个 矢量 采用 逆 变 分 量 , 而 另 一 个 矢量 采用 协 变 分 量 , 则 在 斜 角 直 线 
坐标 系 中 ,两 个 估量 点 乘 的 公式 也 同 式 (1. 18) 一 样 简单 。 


2. 矢量 的 逆 变 分 量 


设 老 坐标 系 的 基 矢 为 BIBI BN ,新 坐标 系 的 基 矢 为 g. , 8: ,… ,gnN;， 两 组 坐标 
以 相互 单 值 变换 关系 相关 联 , 即 
g, = Mpg. (3.18) 
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g, = Мв, (3.19) 
两 式 互 代 得 
8; = MaMuet, g, = MM es 
因为 两 组 基 矢 量 都 具有 线性 独立 性 ,所 以 
М.М, = ë, ММ, = д (3. 20) 
H 35 (3. 16) 有 


将 式 (3. 19) 代 人 上 式 得 


a M;e, = a'e 
所 以 有 
а! = Ма? (3. 21а) 
或 写成 
A: = M,A: = SA: | (3. 21Ь) 


它们 是 一 矢量 的 逆 变 分 量 。 服 从 式 (3. 21b) 变 换 律 的 任 一 量 Ar 简称 为 送 变 矢量 。 
在 式 (3. 21b) 两 边 同 乘 以 5 ,并 对 指标 ;遍历 1 到 N 求 和 ,得 


Irt axt дж, drt 
А = ==. SA; = A: = ëA: = At 
дх' dx’ дї? ax д 


因此 ,方程 组 (3. 21b) 的 解 是 


At = 92 A: (3.22) 
ar’ 
例如 ,x’ 的 全 微分 是 一 逆 变 矢量 ,因为 
ах = 92 ау) (3.23) 
дж! 


即 这 个 逆 变 矢量 在 任何 其 他 坐标 系 里 的 分 量 就 是 那个 坐标 系 里 的 全 微分 dz'。 可 以 
看 出 ,dz 是 dz; 的 线性 齐 次 式 ,并 且 也 是 м, ( 一 3 ) 的 代数 齐 次 式 。 


дт 
现在 考虑 又 一 次 坐标 变换 x 二 x (x! ,zx?，,… ,x*N), 于 是 新 分 量 А” 必 由 下 列 方 
程 确定 : 
, Әх‘; дх'' Xi дх'* 
А 977 ЭЛТ 911 РА (3.24) 


这 个 方程 同 式 (3. 21) 的 形式 一 样 。 
例 3.1 试 证 道 变 矢 量 的 变换 形成 一 群 。 


证 洲 变 矢量 的 变换 2 组 成 的 集合 G 中 ,在 原 坐 标 系 中 的 变换 


2 一 为 G 中 
дт 
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-一 一 1 
a Irin, дт? дх*'дхт? ; ` 、 = 1 _Әх' 
{Жз Оа 9а, Н 55 g HRG. 24) 知 道 ,可 以 写 出 变换 Mi — 55 


дт лі дх? 


2 


2 да" 3 ад? 1 2 3 1 2 3 
М, = S, М, = 22.4, M, , M, ,Mo 的 乘积 显然 与 其 次 序 无 关 , Mi (M, M ,) = 


дх* 


(M,M..)M,, , 即 乘法 满足 结合 律 ,可见 道 变 矢 量 的 变换 形成 一 群 。 

今后 除了 特别 说 明 外 ,单个 上 标 总 是 表示 逆 变 标记 ,但 坐标 x' 本 身 是 例外 ,只 有 
对 形式 为 元 = Mr 的 线性 变换 ,坐标 x' 才 表 现 为 道 变 矢量 的 分 量 。 

3. ХЕ 


由 式 (3.17) 有 
d=ag’ 
用 式 (3. 19) 两 边 与 上 式 两 边 点 乘 , 即 
а+Мув = ag’ * g; = aó; = а 
因 


所 以 


AARG. 20) 可 得 


于 是 有 
a, = Mya; (3. 25а) 
或 写成 
А, = 9174, (3. 25Ь) 
дх 


它们 是 一 矢量 的 协 变 分 量 。 服 从 式 (3. 25b) 变 换 律 的 任 一 量 А, 简称 为 协 变 失 量 。 


ERG. 25b) 乘 以 3 ,并 对 指标 i 遍历 1 到 N 求 和 ,得 


Jx Ixi дх! Ix’ ; 
А, = А, = 54; = ЙА, = A, 


дх* ' дх* дх! 
即 
A, = 54 
‚= 524: (3.26) 
_ дФ дФ дт! 
例如 ,标量 更 的 梯度 grad 是 协 变 矢量 ,内 为 和 一 了 3 符合 式 (3. 25b) Ж 


换 律 。 
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除 特别 说 明 外 ,单个 下 标 总 表示 协 变 标记 。 为 了 同 这 个 约定 相 一 致 ,可 把 协 变 矢 
量 98B/9x' 中 的 指标 i 当 作 下 标 。 
现在 证 明 ,如果 限于 如 下 类 型 的 变换 : 
х' = Mpx” +b (3.27) 
式 中 ,b 为 N 个 常量 ,这 些 常量 不 一 定形 成 道 变 矢量 的 分 量 ,而 М, 为 满足 下 列 关 系 
的 常量 (不 一 定形 成 张 量 ) : 
M,M,, = 8, 
则 逆 变 矢量 与 协 变 矢 量 无 区 别 。 
将 式 (3.27) 乘 以 M; ,并 对 指标 i 遍历 1 到 N 求 和 ,得 
х, = М„х' — M, b: 
因此 
Jx _ дт _ | 
дт? дл! K 


这 说 明 式 (3. 21b) 与 式 (3.25) 所 定义 的 是 同类 型 的 量 。 
4. 矢量 的 解析 定义 


由 三 个 分 量 所 确定 的 物理 量 或 几何 量 , 当 坐标 变换 时 ,这些 分 量 按照 式 (3. 21) 和 
2 (3. 22) а (3. 25b) 和 式 (3. 26) 变换 律 而 变换 ,这 个 物理 量 或 几何 量 称 为 和 大量 。 
这 就 是 矢量 的 解析 定义 。 l 

矢量 在 某 一 特殊 坐标 系 中 如 被 确定 , 则 矢量 在 任 一 坐标 系 中 都 可 求 得 。 

矢量 分 量 的 变换 公式 对 于 矢量 分 量 是 线性 的 , 义 是 齐 次 的 。 因 此 ,特别 是 在 某 一 
坐标 系 中 等 于 零 的 矢量 , 它 在 一 切 坐 标 系 中 都 等 于 零 。 

最 后 指出 : 坐标 变换 公式 是 从 矢量 的 分 解 式 (3. 16)、 式 (3. 17) 中 推导 出 来 的 。 
所 以 矢量 分 量 的 变换 律 是 矢量 加 法 运算 的 推论 。 因 此 ,矢量 的 几何 定义 (矢量 是 可 用 
有 向 直线 线段 表示 且 符 合 平行 四 边 形 加 法 的 量 ) 与 矢量 的 解析 定义 是 等 价 的 . 


35 Ж 5 ш 


Ж ФАМ 个 坐标 zx 的 函数 ,如 果 对 于 坐标 变换 有 ФФ, д} 6 E ó 在 新 坐标 
AT 中 的 值 , 则 称 @6 为 不 变量 或 标量 。 

例如 ,w 与 vi 分 别 为 道 变 矢量 与 协 变 矢量 ,两 个 矢量 w u, 的 内 积 (或 标量 积 ) 
uv, 是 一 个 绝对 不 变量 ,因为 | 


3.6 二 阶 张 量 
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另 一 个 不 变量 是 
8 = д) tHo + 00 = N 


3.6 — B Жж E 


(1) 设 有 N? РЁ A! ,其 坐标 变换 律 为 
А» = 92 I Au (3.28) 


дх* Әх“ 
则 称 A” 为 二 阶 送 变 张 量 的 分 量 。 任 何 N° A R R ЕЖЕ B] ЫП Е Jt 2 ЖЕ КЕ А 
分 量 , 所 以 式 (3.28) 定 义 了 该 张 量 在 任何 其 他 坐标 系 r 中 的 分 量 。 
(2) RA № 个 函数 A; ,其 坐标 变换 律 为 


z дх* дх! 


A, = = ==А (3. 29) 


则 称 A, 为 二 阶 协 变 张 量 的 分 量 。 
(3) RA N 个 函数 A: ,其 坐标 变换 律 为 


д, _ Ox’ gz 
= 525 55А! (3. 30) 


则 称 A; 为 二 阶 混合 张 量 的 分 量 。 

注意 ,表示 逆 变 的 指标 应 作为 张 量 的 上 标 , 而 表示 协 变 的 指标 应 作为 张 量 的 下 
标 。 混 合 张 量 А, 对 于 指标 i 是 像 逆 变 矢量 一 样 作 坐 标 变换 的 ,而 对 于 指标 ) 又 应 像 
协 变 矢 量 一 样 进 行 坐标 变换 ,因此 将 :写作 上 标 , 而 将 7 写作 下 标 。 

013.2 设 一 协 变 张 量 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 的 分 量 为 ry,2y— 22,02, Ж 
它 在 球面 坐标 系 中 的 协 变 分 量 。 

解 BRA ЖКК Bt ZE ËŠ + JL Ë f SÉ ЖЯ z! = xr, z? = y, z? = x uh B НАРА 
量 , 则 


А, = ху = ra, А, = 2у- а = 2z22— (2332, A, = хл? 
令 A, 表示 张 量 在 球面 坐标 系 x! Sr 0,28 = 中 的 协 变 分 量 , 由 于 协 变 张 量 
的 变换 律 是 


A, = PA; (a) 
而 两 组 坐标 系 之 间 的 关系 是 
хь = zlsinz2coszš 
x? = Xx! sinr’ sinr 
z? = zr! cost 


故 由 坐标 变换 关系 式 (a) 可 得 
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жзж KRA? 


дт! дт? да? 
А, = FTA + zrA: + FA 


= (sinz2cosz*)(z!z?) 十 (sinz2zsinz3)(2z2 — (z2)2) 
+ (cosz2)(xz! xš) 

= (sin0cosg) (ғ? sin” дѕіпфсоѕф) 
+ (sin0sine) (2rsin0sine — r° соѕ? 0) 
+ (— rsin0) (ғ? sin0cos0cosg) 


= (тсозбсозф) (ғ зіп? bsinpcosp) 
十 (Crcosgsinp)(2rsingsinp — r’ cos’0) 
+ (— rsin0) (ғ? sin0cos0cosg) 


= (— rsin0sing) (r° sin°0singcosg) 
十 (rsingcosp)(2rsingsingp — r’ cos20) 
+ (0) (z° ѕіпӣсоѕӣсоѕф) 
3.3 试 证 克 罗 内 克 符 号 8 是 二 阶 混 合 张 量 。 
证 由 式 (3. 30) 有 


可 见 6; 是 一 阶 混合 张 量 。 


3.7 вижа 
1. 高 阶 张 量 的 一 般 形式 


一 般 把 阶 数 高 于 四 阶 的 张 量 称 为 高 阶 张 量 。 当 坐标 从 z' 变换 到 去 时 , 设 N 个 
坐标 H NOHARA A 的 集 服从 于 下 列举 标 变换 律 ， 


二 = 1 1 
дч» — ax“ gr dx" ... дхч ку, 
перет дх^һ дх®%ъ дах" дж" ЕА ьт 


则 称 Аз» Зира ЖЖ. ХЛИ XT р ЛЕЕ НАР N, MF q 个 
下 标 则 是 协 变 的 。 它 的 变换 实际 上 是 式 (3. 28) 与 式 (3. 29) 的 一 个 组 合 。 


2 对称 张 量 
二 阶 张 量 的 两 个 道 变 指标 或 两 个 协 变 指标 能 够 互 换 且 不 改变 原 张 量 , 称 这 个 张 


(3.31) 


3.7 高 阶 张 量 
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量 为 对 称 张 量 。 高 阶 混合 张 量 的 两 个 道 变 指标 或 两 个 协 变 指 标 互 换 且 不 改变 原 张 
量 , 称 这 个 张 量 对 于 这 对 指标 是 对 称 的 。 例 如 , 若 А? = А... А? 对 于 指标 二 7 
是 对 称 的 。 

现在 证 明 , 设 在 某 个 坐标 系 里 ,一 张 量 对 于 两 个 指标 是 对 称 的 , 则 在 任何 其 他 坐 
标 系 里 ,该 张 量 对 于 这 对 指标 仍 保持 对 称 。 

ЯЯ КЕ А? = A” ITIER ,这 样 证 明 无 损 于 普遍 性 。 

由 式 (3. 28) 有 


д» — 9Х IT gu IT Itan R 


/ А^ (3.32) 


дх* дх! 2z' дх* 
这 正 是 要 证 明 的 。 
如 果 两 个 指标 中 的 一 个 表示 北 变 ,而 另 一 个 表示 协 变 , 则 对 于 此 两 指标 ,一 般 不 
定义 对 称 性 。 但 克 罗 内 克 符 号 是 对 于 它 的 两 个 指标 (一 个 上 标 与 一 个 下 标 ) 具 有 对 称 
性 的 混合 张 量 , 即 8 一 8 。 


借助 于 对 称 矩 阵 的 概念 可 知 ,在 N 维 空 间 里 ,二 阶 对 称 张 量 至 多 有 地 N(N+1) 
个 不 同 的 分 量 。 
3. КО) 


二 阶 张 量 的 两 个 逆 变 指标 或 两 个 协 变 指标 互 换 后 , 张 量 分 量 的 大 小 都 不 变 , 正 负 
号 都 互 变 了 , 称 这 个 张 量 为 反对 称 张 量 或 斜 对 称 张 量 。 高 阶 混合 张 量 互 换 两 个 道 变 
指标 或 两 个 协 变 指 标 后 , 张 量 分 量 的 大 小 都 不 变 , 而 正 负 号 都 互 变 了 , 则 称 这 个 张 量 
对 于 这 对 指标 是 反对 称 的 或 斜 对 称 的 。 可 用 类 做 于 式 (3. 32) 的 方法 证 明 反 对 称 性 质 
也 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 

如 琳 两 个 指标 中 的 一 个 表示 道 变 ,而 另 一 个 表示 协 变 , 则 像 对 称 性 一 样 , 也 不 能 
对 这 样 的 两 个 指标 定义 其 反对 称 性 。 


E N 维 空间 里 ,二 阶 反 对 称 张 量 A’ 至 多 有 性 到 NGCN 一 D) 个 不 同 的 算术 分 量 ， 因为 


所 有 的 А* (不 求 和 ) 都 是 零 。 
ARG. 31) 可 得 到 一 个 重要 推论 : 如 果 在 某 个 坐标 系 里 ， 张 量 的 所 有 分 量 在 某 
点 都 为 零 , 则 在 任何 坐标 系 里 ,它们 在 该 点 的 所 有 分 量 也 都 为 零 。 


4. KEH 


若 在 空间 某 区 域内 每 点 定义 有 同型 的 张 量 , 则 这 些 张 量 构 成 一 张 量 场 。 一 般 说 
来 , 张 量 场 中 被 考察 的 张 量 随 位 置 (和 时 间 ) 而 变化 。 第 5 章 将 介绍 对 固定 时 刻 研究 
张 量 场 因 位 置 而 变化 的 情况 ,这 将 使 我 们 从 张 量 代数 的 领域 进入 到 张 量 分 析 的 领域 。 


第 3 章 张 量 概念 


习 题 


3.1 用 求 和 约定 改写 下 列 各 式 : 
320 дФ дФ 
(1) dó= r dz' 十 本 dz +з +991“ 


drt gr:dzx! | дх* dz? р... | дх* ах“ 
dt ər dt Əx dt Ix“ dt 
(3) (21) 022) 0) С)? 
(4) d? = р (4х!) + g, (ал?) + gs (ал?) 
(5) У) У) gwdrrdr 

Zi q=] 
3.2 “用 求 和 约定 改写 下 列 各 式 ， 
(1) airt? tar r? +t. аута? 
(2) A” B, +A” B, +A” B, ++ +A UB, 
(3) Ai B' +4; B? +A} B? 十 十 ANBY 
(4) g” gu tg” ga tg” ga tg” ga 
(5) В +В: +B +В? 
3.3 将 下 列 用 求 和 约定 写成 的 表示 式 改 写 为 多 项 求 和 的 表示 式 : 
дх? дх* 


(1) apx; (2) А„А*; (3) Bn SERT IE? N=3, 


3.4 将 下 列 用 求 和 约定 写成 的 表示 式 改 写 为 多 项 求 和 的 表示 式 : 
(D Fi (VEA') ,N=3 
(2) A*B*,C,, N=2 
дхі дх* 
дх*дх” 
3.5 在 直角 坐标 zx*,k 二 1],2,…,NN 中 ,下 列 方程 当 N=2,3 或 N 之 4 时 各 表示 
什么 轨迹 ? 必要 时 ,假设 这 些 函 数 是 单 值 .连续 可 导 、 独 立 的 。 
(1) art 51, AP k AAE; (2) ztz*—1; (3) х= (и); (4) t= zx luv). 
3.6 4 N=2,3 R 4 B|, JE  а„х^х*=1 表示 什么 轨迹 ? 式 中 x ,k= 二 1,2,…， 
N 是 直角 坐标 ,as 是 非 负 常数 。 
3.7 在 三 维 空间 里 , 求 下 列 含 克 罗 内 克 符 号 0, 表示 式 的 值 。(1) 0,0; 
(2) 0,00 o 
3.8 在 三 维 空间 里 , 求 下 列 含 克 罗 内 克 符 号 6; 表示 式 的 值 。(1) 20; 


(2) 


(3) 
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(2) 8,8» 
3.9 计算 : (1) А7; (2) 00081, 
3.10 计算 : (1) BF; (2) А; (3) 82618: 
3.11 试 证 ; 在 三 维 空间 里 ,Ej Є, =6. 
3.12 WWE: 在 三 维 空间 里 ,E jaja 


Op Ô mq д 
3.13 WWE E p E mar = |8 Sm Ó, 
Óp бды 8, 


3.14 设 detlAj| 是 由 第 ; 行 和 第 7 列 的 元 素 A; 所 确定 的 行列 式 , 试 证 det| A; | = 
Є һА А; Ay. 

3.15 ЖЄ „Є, = mr 0,0. o 

3.16 IEE m Є. = —20,. 


3.17 用 下 标 表 示 法 证 明 : Фи 一 o Хи, о = о X o, WAE 1600) =e X(uXv), 
3.18 用 下 标 表 示 法 证 明 : ax (bx c)= (a * e)b— (a • b)c, 
3.19 证 明 32 a. 
дх?дх* 
дх* дл" 
3.21 写 出 下 刻 张 量 的 变换 律 : (1) А%; (2) BZ; (3) C”, 
3.22 ， 写 出 下 列 张 量 的 变换 律 : (1) Аў; (2) В?*; (3) Сы; (4) Ano 
3.23 AGk, lem) EEE r 的 函数 , 它 从 坐标 系 г 变换 到 坐标 系 z' 时 符合 以 
下 的 变换 律 : 


3.20 证 明 


一 6r 。 


дхі Ix! дх" OX’ 
дх? дх* дх! Ir” 
试问 AG ,k,l,m) 是 不 是 张 量 ? 如 是 张 量 , 写 出 张 量 的 上 .下 指标 JA E E Ы НЬ 
变 的 阶 数 。 


3.24 设 B(p.q.r) = 


A(p,g;r;,3) = 


A(j,k,l,m) 


а аан Сормо = ЖЕРШЕ. 
Clj,k,m,n)。 问 : 哪 一 个 是 张 量 ? 写 出 张 量 的 上 、 下 指标 ,并 说 明 其 逆 变 与 协 变 的 
阶 数 。 

3.25 设 一 张 量 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 里 的 协 变 分 量 为 2+ 一 z,x?y,yz。 试 求 该 
张 量 在 柱 面 坐标 系 opz 中 的 协 变 分 量 。 

3.26 试 求 题 3. 25 中 张 量 在 球面 坐标 系 y,g,p 中 的 协 变 分 量 。 


3.27 试 证 ; 虽然 A, 是 一 阶 内 变 张 量 ,但 和 “不 是 张 量 。 
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— D 


ШЖ p E: jÉ Et, — Ф 是 不 是 张 量 ? 
元 ox 
一 дх? дж a IL дла" 
如 果 Ar, =E SEAN, EM A SSE EAn, 


设 A%, 是 张 量 , 试 证 A* ,是 一 阶 道 变 张 量 。 

W B' 与 C; 是 逆 变 矢量 ,A; 是 协 变 张 量 , 试 证 ABC 是 不 变量 。 

É A; 是 反对 称 张 量 , 试 证 (6;6f 十 6:61)Ai 一 0。 

试 证 Bs = € а, 是 反对 称 张 量 。 

在 三 维 空间 里 , 按 以 下 方式 展开 ,并 尽 可 能 化 简 Dizriri: (1)D; 5D; 


jio 


张 量 代数 


张 量 代数 是 本 书 的 重点 和 核心 章节 。 本 章 首 先 介绍 了 张 量 的 加 法 减法 和 乘法 ， 
其 中 包括 张 量 的 缩 并 和 内 乘 。 然 后 讲述 了 商定 律 是 判断 一 组 函数 是 否 构 成 张 量 的 简 
便 验 证 方法 。 度 量 张 量 有 着 变 和 协 变 两 种 类 型 ,用 度量 张 量 装备 的 空间 是 度量 空间 。 
通过 度量 张 量 可 以 建立 北 变 矢量 和 协 变 矢量 一 一 对 应 关系 ,其 演算 导致 指标 的 升降 。 
度量 张 量 空间 里 的 排列 符号 可 以 构成 排列 张 量 。 用 张 量 的 矩阵 记 法 可 以 看 出 张 量 的 
本 征 值 和 本 征 矢 量 等 和 矩阵 中 的 对 应 演算 很 相似 。 二 阶 张 量 的 主 方向 和 不 变量 及 其 
偏 张 量 等 概念 和 演算 在 力学 和 物理 学 中 应 用 得 非常 广泛 ,读者 应 重点 掌握 。 


4.1 张 量 的 加 法 ,减法 与 乘法 
1. 和 与 差 


凡 张 量 中 具有 同 数 的 协 变 指标 与 同 数 的 逆 变 指标 ( 即 同 阶 的 张 量 ) 者 ,都 能 相 加 
或 相 减 。 
例如 
Cu, = А?, + Ві, (4.1) 
设 А?, 5 ВУ, 是 张 量 , 它 们 相 加 或 相 减 ,所 得 到 的 和 或 差 仍 是 一 个 同 阶 的 张 量 证明 
如 下 。 
根据 A... Biu 是 张 量 的 假设 , 有 
_ дл? дх“ Jat ns 
Ixi Ixi Ox” Å 


An, 
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зы OX? дт“ xt yi 


РЧ = 
B 037 on ar" 
相 加 ,得 
— 一 x° дт k А А 
(Ап, + Вл) = Z 0 S£ (ду, + Bia) 
即 得 和 为 
е дх? IL’ IIt су 
Mm = С^. C Qü 
S 9x: дх? Jro 
相 减 ,得 
Ка _ т? Jx! б. А 
(Ая, — Вл, у= IEE 907 (ду, — Bia) 
即 得 差 为 
De — 92” IX Iz! py 


дх' дж) дт” Ви 

显然 ,不 能 期 望 给 表达 式 А +В ,以 任何 张 量 的 意义 ,因为 这 样 的 演算 不 符合 
张 量 的 变换 律 式 (3.31)。 然 而 ,我 们 可 以 从 式 (3. 31) 知 道 ,同类 型 张 量 的 任何 线性 组 
合 (其 系数 为 不 变量 ) 是 这 一 类 型 的 张 量 。 例 如 ,两 个 张 量 АЗ, 5 B". ,可 以 构成 满足 
式 (3. 31) 的 张 量 аА", РВ", Н а 与 6 是 不 变量 。 

例 4.1 验证 任 一 张 量 可 以 分 解 为 对 称 与 反对 称 两 部 分 。 

证 不 失 普 遍 性 ,以 一 个 二 阶 逆 变 张 量 为 例 。 


А" = 10А" + AY) + LCAN Am) (4.2) 
而 
Rm = A” + A% = R” 
是 对 称 的 ， 
Sm = Ди Де 一 -Se 
是 反对 称 的 ,所 以 


=l 1 
Ан = +R“ + > S” 
这 个 结论 很 容易 推广 到 任何 阶 的 张 量 。 
2. 乘积 


张 量 之 间 ,不 管 其 阶 数 是 否 相同 ,都 能 相 乘 。 其 乘积 也 是 一 个 张 量 , 积 的 阶 数 等 

于 相 乘 因子 的 阶 数 之 和 。 这 样 的 乘法 称 为 外 乘 , 所 得 的 乘积 称 为 外 积 (outer 
product) 。 例 如 

Ау? = B, C? (4.3) 


4.2 ЖУА 


又 如 
Т = A', B.C (4.4) 
注意 ,我们 用 了 “表示 上 标 或 下 标 空缺 的 位 置 ,习惯 上 最 后 的 空位 不 加 “.”。 这 
样 表示 每 一 指标 占有 一 个 明确 的 竖 列 空间 ,今后 可 以 看 到 , 张 量 的 指标 次 序 是 十 分 重 
要 的 。 
实际 上 , 张 量 


Ау = В,С) 5 Aj, = СВ, 
是 不 相等 的 ,因为 指标 的 次 序 不 同 。 可 见 , 张 量 的 乘法 是 不 可 交换 的 。 
例 4.2 ЊАР 与 ;是 张 量 ,证 明 Cm: = Am. B' 也 是 张 量 。 


е; дї? дх* да" 
> # = Д 
证 Аш Ix? дж? дх! 
5 дх" Әх“ 
В» = — =B; 
Jx? Jx 
相 乘 , 得 


_ дх) дх* Әл" дх" дх' 
Ix? Jx! Әх! Əx' Ix” 


可 见 ,A 名 ,与 B',, 的 外 积 C% R. — 4 = Bray e REENE. 


Añ B" 


А? В:, 


4.2 缩 并 与 内 乘 


1. 缩 并 (contraction) 


同一 张 量 的 某 一 上 标 与 另 一 下 标 相 同时 , 表示 这 个 指标 遍历 1,2,…,n, 再 把 这 n 
Aim 是 一 个 三 阶 张 量 。 证 明 如 下 。 


A IT IL дх! да" да" 
И" Ixi ðr Ix? Ix! Әл" 


A... 


= =—7 = OET As, (4. 5) 
即 成 为 


Or: дх? Әх" `" 


由 上 可 见 , 上 、 下 标 相 同 , 缩 并 一 次 所 得 的 张 量 ,其 阶 数 比 原来 的 降低 二 阶 。 


四 дт? 1 ax” 
Ау, __ IT дх T ise 
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任何 上 .下 标 相 同时 便 可 缩 并 ,因此 可 用 缩 并 形成 下 列 不 同 的 张 量 : Аб = 
Аһ ;A 一 Ain , AV = A „Ах, == АҺ ‚А? = А, „А; = А,, 等 等 。 特 殊 的 例子 
是 用 缩 并 由 混合 张 量 А; 形成 不 变量 A.; = Ф. 可 见 称 不 变量 是 零 阶 张 量 是 合理 的 。 


2. AR 


当 两 个 张 量 相 乘 时 ,如果 一 个 张 量 的 某 一 上 标 与 另 一 张 量 的 某 一 下 标 相 同 , 即 表 
示 就 这 个 指标 遍历 1,2,… N 求 和 ,这 种 演算 称 为 两 张 量 的 内 乘 ,得 到 的 结果 称 为 这 
两 个 张 量 的 内 积 (inner product) ,或 称 这 两 个 张 量 的 连 并 (transvection)。 

例如 : 内 乘 的 表达 式 


当然 也 可 以 表示 为 


Tš = УЛАР В 

因为 哑 标 不 论 用 什么 字母 , 它 所 表示 的 意义 都 是 一 样 的 。 

按照 爱 因 斯 坦 求 和 约定 ,上 式 可 以 写 为 

Т” = A; Bn (4.6) 

前 面 已 讲 过 ,外 积 ( 张 量 )? 的 阶 数 等 于 相 乘 因子 ( 张 量 ) 的 阶 数 之 和 。 如 果 相 乘 因 
子 中 有 一 对 ,两 对 .三 对 指标 相同 时 , 则 内 积 的 阶 数 应 从 相 乘 因子 阶 数 总 和 中 减 去 2， 
4,6。 以 此 类 推 。 

两 个 矢量 (一 阶 张 量 的 内 积 是 标量 ( 零 阶 张 量 ) 。 例 如 

А = utv, 

应 当 指出 ,不 要 将 同类 型 (上 标 或 下 标 ) 的 两 个 指标 进行 缩 并 或 连 并 ,因为 得 到 的 
和 不 一 定 是 张 量 。 在 我 们 的 指标 记 法 中 , 求 和 约定 的 两 个 指标 总 是 一 个 上 标 与 一 个 
下 标 。 


43 商定 律 


判断 一 组 函数 是 否 构 成 张 晤 ,直接 的 方法 就 是 将 这 些 函 数 从 一 个 坐标 系 变换 到 
另 一 个 坐标 系 时 ,看 它们 是 否 符合 像 式 (3. 31) 的 张 量变 换 方程 。 但 是 ,实际 上 这 样 做 
有 时 是 很 麻烦 的 。 下 面 的 商定 律 提供 了 判断 一 组 函数 是 否 构 成 张 量 的 一 种 较为 简单 
的 检验 方法 。 

预定 理 。 对 于 一 个 任意 张 量 Bz. 和 一 组 27 个 数 ХОр,9, Р), ХОр,д, к) Ве = 
0 时 , 则 恒 有 XX(p,g,r) = 0, 


4.3 商定 律 


证 因 B%., 是 一 个 任意 张 量 ,选择 一 个 特殊 的 分 量 不 等 于 零 ( 璧 如 9 二 2,r 二 3 
时 ), 其 他 的 分 量 都 为 零 , 则 XC(p,2,3)B 和 "二 0。 又 因为 B?” 关 0, 所 以 X(p,2,3) 二 0。 
pe q 与 7 的 任何 组 合 形 式 进行 选择 ,将 各 种 可 能 组 合 形式 的 结果 进 
行 综合 , 便 可 得 X( p, 4799, 
HER Шви nÆ p МЯ q 阶 协 变 的 任意 的 混合 张 量 ,而 ХС, 6,6, 
WE ,为 被 检定 的 二 _ 个 数 的 集合 (> >р), 如 果 连 并 给 出 
ХО, hs OBA = Сик. (4.7) 
而 且 所 得 的 C 为 一 з-д АЎ р 阶 苏 变 的 混合 张 量 ， ШЕ XGA s 阶 道 变 .i 阶 协 
变 的 混合 张 量 。 
证 不 失 一 般 性 , 且 为 简明 起 见 , 我 们 就 下 面 的 特殊 情况 进行 证 明 。 如 果 
Ap" = С" (4.8) 
其 中 B", 是 一 任意 张 量 ,C" 是 张 量 , 则 N° 个 函数 A™ 的 集 形成 一 张 量 。 这 个 张 量 的 
类 型 已 由 其 指标 表明 。 对 于 坐标 系 二 ,变换 后 的 量 应 满足 方程 


AB”. = С" 
由 式 (3. 31) 可 知 
ты IT” IX? дж", 9х” дх' _ Әх” дх' p n 
rsi — 一 — — = — 一 Ti В". 
А 3x! да" dx дх" Əx“ дж" дт ГА 
Б M 38 bn. 5 
IL” хы дл? дд“ m IX у, _ 
= [ 3x” gz а ғ)В:, 0 
м Әх? дл" РТ дт“ 1 
a (A 92552: -А SS )В = 0 
” += JL? Jx! Ox’ \ pi: 
Gi = дх? ü Ja )B:, = 0 (4.9 


因为 B'. ,是 一 任意 张 量 ,根据 预定 理 可 知 
+< Өл? ILI ,wk OT! 
А dx” дх* Aa” DT 


(4.10) 


| Jri дд? „ 
52, 了 ,得 


nt <a ari ах? DZ 
А8" 了 = Am — 
д: Ix’ Ix Әх* 


最 后 得 


Аў = az дт) ax! pak 
Jx’ Ixi дх* 


可 见 At ИКИ. 
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在 上 面 的 证 明 里 ,很 重要 的 一 点 就 是 Bn 必须 是 任意 的 , 且 不 能 具有 任何 对 称 与 
反对 称 性 质 。 假 若 В„ TIKIR р 与 g 是 对 称 的 ,将 会 出 现 什么 情况 昵 ? 如果 Bi 
对 于 p 与 9 是 对 称 的 ,此 时 不 能 由 式 (4. 9) 得 到 式 (4. 10) 。 因 为 B's 不 是 任意 的 ,对 
于 户 与 9 又 是 对 称 的 , 则 当 Bi 的 某 一 个 分 量 ( 例 如 p 一 2,9 一 3) 不 为 零 时 ,相应 的 分 
E Bi% 也 不 为 零 。 这 样 就 可 得 到 两 个 与 式 (4. 10) 类似 的 方程 。 将 这 两 个 方程 相 
加 ,得 

A дх? да" ы Өл“ дж? 一 A дх' 十 дек 9z' ax 


дх" IT дх" 9x’ дх* дх* 
改变 几 个 旺 指 标 , 得 到 
дх? dx! 


rst st топ = pak gpk az 
СА +A IE SE — (AM + дө 25 


дх'д? , 
ARASI, 
OX’ дт! дх? 
дх* Ix’ Ix! 
дз 22 әт 
Ix? Әх“ Әх* 


(Am + А'")88? — (А? | А#®*) 
(A: 十 A) = (Am + A” ) 


п А” +AA а рК. 

从 例 4.1 知道 ,一 个 张 量 可 以 分 解 为 对 称 与 反对 称 两 部 分 。 上 面 的 证 明 只 说 明 
T% B 对 于 指标 Р 5] 4 是 对 称 时 ,A 他 的 对 称 部 分 是 对 称 的 ,而 其 反对 称 部 分 是 否 
是 张 量 ,证 明 的 结果 中 并 未 回答 这 一 问题 ,因此 AY* 是 不 是 张 量 ,此 时 未 能 作出 明确 
判断 。 所 以 运用 商定 律 时 必须 慎重 。 

例 4.3 试 证 标量 场 的 偏 导数 是 一 个 一 阶 协 变 张 量 。 

证 标量 的 全 微分 


дф * 
х 


这 里 аф 是 一 标量 ( 零 阶 张 量 ) ,而 dei 可 以 是 一 任意 的 道 变 矢量 (一 阶 张 量 ) ,根据 商 
定律 可 知人 是 一 协 变 矢量 (一 阶 张 量 )。 


4.4 度量 张 量 


从 3.3 节 我 们 知道 ,任何 矢量 都 可 以 按 逆 变 分 量 或 协 变 分 量 的 形式 分 解 。 Bp ` 
a=ag 或 a=aj;g 
式 中 ,8g,,8; 分 别 表示 协 变 基 矢 量 和 逆 变 基 矢 量 。 


4.4 度量 张 量 


在 斜 角 坐标 系 里 ,两 矢量 的 点 积 ( 标 量 积 ) 除 了 可 以 表示 为 a@; 外 ,还 可 以 表示 为 


a. b = a'g; • 08; = g. * gab’ = gsa'b’ (4.11) 
或 
a+ b = aig’ в) = g' * ра) = ва; (4.12) 
式 中 
8 (4. 13) 
容易 证 明 g; ,g” 是 某 一 张 量 的 分 量 。 
因为 
_ дл! = _ дл", 
8, = jg» В" = 2-78 
所 以 
一 - 一 дх' Ir дх' дж! 
Bm = Bn * Br ота с =8:' 8; = Эш отно 
=m — Gm, ga — JI” 3T” i ;_ Әх" дх" y 
gm = g". g TI 9738 * В = ST 5-78 


这 就 证 明了 g”,g; 分 别 是 二 阶 逆 变 张 量 和 二 阶 协 变 张 量 的 分 量 。 
由 诸 分 量 в? ,gr 形成 的 张 量 分 别称 为 北 变 度量 张 量 和 协 变 度 量 张 量 。 因 为 矢量 
的 点 乘 是 可 交换 的 ,所 以 度量 张 量 是 对 称 张 量 , 即 
gi = рї, gj = g; (4.14) 
矢量 a 的 长 度 的 平方 可 表示 为 
|а|®=а+а-— gjalla = ваа, (4.15) 
当 我 们 考察 坐标 为 r 5 z'- dz: 的 邻近 两 点 之 间 的 距离 时 ,假定 两 点 间 的 矢 径 为 a， 
la |° 就 表示 这 两 点 间 的 外 离 。 于 是 
ds = g; dxz' dx; (4.16) 
式 中 ,gj 是 x' 的 函数 。 限 定 g= |g |520, 0 EE 2 [Н] ЖО Ж # sz B| Riemannian 
space), 
ETRA ds 的 平方 是 二 次 形式 gydzidr ,所 以 将 g; dzidzi 称 为 度量 ,于 是 g; 
又 称 为 度量 张 量 。 用 度量 张 量 装备 的 空间 称 为 度量 空间 ,如 果 z; 是 正定 对 称 张 量 ， 
则 这 个 空间 称 为 欧 几 里 得 空间 。 
在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 ,采用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 , 线 元 的 平方 是 
ds = (ах')° + (dz2)2 + (dr? )? 
除 gu Sge = ga =l 以 外 ,度量 张 量 的 所 有 其 他 分 量 都 是 零 。 当 dr! = аа? = 2° =0 
时 ,ds 为 零 ;对 于 dz' ,dx? 与 d 的 所 有 其 他 实 值 ,ds: 只 会 取 正 值 。 
下 面 考察 协 变 度量 张 量 gx 与 着 变 度量 张 量 g* 之 间 的 关系 。 
因为 g:(i 二 1,2,… ,NN) ,gi(j 二 1,2,…,NN) 两 组 基 矢 量 都 是 线性 独立 的 ,上 且 g, 可 
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жаж ЖЕК 


以 表示 为 8; 的 线性 组 合 , 所 以 令 


ARA g, ÍF 


由 式 (4.13) 可 知 


Бъ 一 ak 
再 由 
6 рі = „ууй = Hg e = g gÏ 8? = gg” 
8: ° В 628 g В! Erg 8 £: Zg 01 4774 
因为 
g; * g: = ó! 
所 以 
gag” = ë (4.17) 


ЖИКЕ ga КЕ. AX ik, BH Dp E ДЕ ШЇ SK Br 3 2 ЛЕ НЕ Et gk Et ЕН BJ , sË. 
ЖКП ЖЕ ЕКЕ, Е X S T tb ИКЕ ДЕ Н. ЧА, HR 8 4 И 
КЕ ИТИК КА РАНТА КЕ kin k EE 


4.5 ИЖ x] ЕКЕШ 


设 二 阶 对 称 协 变 张 量 A; 的 行列 式 14; 1560, 5 B’ 表 示 行 列 式 |A; | 中 元 素 A; 的 
ЖЕТА, | 的 表达 式 。 下 面 证 明 这 样 得 到 的 В 所 形成 的 张 量 就 是 二 阶 对 称 协 
УКЕ А, 3690108. 

根据 行列 式 理论 ,有 

А;В* = ë 
这 里 不 能 直接 用 商定 律 从 上 式 来 确定 B* 的 张 量 性 质 , 因 为 A 不 是 任意 张 量 。 
选择 任意 的 逆 变 矢量 C', 于 是 р, =А,С 是 一 任意 的 协 变 矢量 。 因 为 ,1A; |5 
0, 从 这 NN 个 方面 可 惟一 地 解 出 用 DD; 表示 C: 的 关系 式 。 
DB* = АСВ“ = ëC: = Œ 
现在 者 把 商定 律 用 于 О,В* 二 C*, 便 说 明了 В“. ИК. 
从 定义 可 知 ,B 也 是 对 称 张 量 。 按 照 上 面 的 推 证 方法 ,不 难 推出 ,Bx 的 共 罗 张 量 
就 是 A;。 | 
将 以 上 的 结论 用 于 度量 张 量 , 即 可 得 
Zag“ = ë 
Ба 的 行列 式 g==| ga |50, WJ 


4.5 зік 


g“ = g PATR (4.18) 
例 4.4 试 求 柱 坐 标 中 的 协 变 度量 张 量 和 逆 变 度量 张 量 (图 4.1). 
Ж ЖЕЛАЯ с SEER r 的 关系 是 


з T2 — 1+ ыз. 
xz!=x!cosz?2,z2= r'sinz2 х=, 


坐标 变换 的 雅 可 比 为 
_, cosx? 一 zlsinxz2 0 
д , , 
1 sing?  z'cosz? 0|= x! 
ox 
0 0 1 


XPT x 考 0( 即 柱 的 心 轴 除 外 ) 可 解 得 


х! == 40| (01) 4 (22), 0 < x! < co 


2 


x? = arctan (=); 0 < x° < 2x 
3 = x, 一 ce =ç z° <ç co 图 4.1 
HF r= Ен, ff x° 并 不 是 惟一 地 决定 
的 。 不 过 ,在 决定 这 些 点 的 位 置 问题 上 是 没有 影响 的 ,因为 对 于 T 轴 的 各 点 而 言 ,我 
们 无 需 给 出 角度 的 大 小 。 
йз ЗЕ ОН БЕТП 2, ША 
созх" sinz’ 0 
(25 )= 一 L sinz’ “соза 0 
0 0 1 
由 式 (3. 18) ,有 基 矢 量 
g, = iicosz° + L sinz2 
g. =— i r' sinz? + i, x! соѕа? 
83 =i 
代入 式 (4. 13) ,可 得 gu 1, воо =Y sga =1, ERAI g = ga = 0, ВП 
1 0 0 
(65) = |0 (yY 0 
0 0 1 
由 式 (4. 18) 可 得 
8 = 1, 8° = (Z). 8 =l; g = g? =-= = 0 


即 
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1 0 0 
; 1 
уу — — 0 
(5°) 0 (ж! )? 
0 0 1 


4.6 两 矢量 间 的 夹 角 、 正 交 性 


由 式 (4. 15) 有 
[а |= (дыа*а!)% 
两 矢量 的 标量 积 
а,Ь=|а|| Б | соѕ0 = дьа‘! (4. 19) 
于 是 两 矢量 之 间 夹 角 的 余弦 为 
вна?! 


(4. 20) 


cos = l l 
(g, a"”a")1Z Cgo b)? 


在 欧 几 里 得 空间 里 ,gw 是 正定 对 称 张 量 ,否则 , 称 为 闵可夫 斯 基 空 间 。 如 果 是 闵 
可 夫 斯 基 空 间 , 可 以 用 零 锥 面 
gux’ = 0 (4.21) 
把 空间 分 为 两 个 域 。 在 正 域 中 ,一 切实 数 矢 量 的 guaio'>>0( 正 定 二 次 型 ); 在 负 域 
中 ,实数 矢量 的 gua 各 '<0, 在 这 种 情况 下 ,两 矢量 之 间 夹 角 的 余弦 为 
+ g, 名/ 
| (g,,a"a")7 || (gbb)? | 
分 子 的 正 负 号 分 别 对 应 于 正 负 域 。 
由 上 式 可 知 ,两 矢量 ui 与 六 正 交 的 必要 与 充分 条 件 是 
Sua 人 0 = 0 (4. 22) 
设 两 矢量 中 恰巧 有 一 个 或 都 是 零 和 撩 量 ,就 不 定义 它们 之 间 的 夹 角 ,但 仍 以 
AA. 22) 作 为 两 零 矢 量 正 交 的 定义 ,由 此 可 知 , 零 矢量 自 成 正 交 。 


cos0 一 


4.7 指标 的 升降 


通过 度量 张 量 ,可 以 建立 协 变 矢量 与 逆 变 矢量 的 一 一 对 应 关系 。 由 张 量 运 算法 
则 ,有 
850 = új, gřuj = v 


可 以 看 到 v' 与 w 是 同一 个 量 的 两 种 表达 方式 。 如 果 用 相同 的 字母 表示 , 则 上 式 可 
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写成 
8 (4.23) 
这 种 演算 过 程 称 为 指标 的 上 升 与 下 降 , 或 简称 为 升 标 与 降 标 。v 称 为 的 相伴 矢 
量 , 当 然 ,v 也 就 是 v; 的 相伴 矢量 ,因为 一 矢量 与 其 相伴 矢量 的 关系 是 互 道 的 。 
利用 相同 的 记号 ,有 
Bi = 88,8" (4. 24) 
式 (4.24) 说 明了 把 sy 和 8 两 个 张 量 用 相同 的 字母 “g? 来 表示 是 合理 的 。 
相伴 矢量 的 大 小 ( 模 ) 是 相等 的 。 证 明 如 下 。 
Бухо? = gjg Vg"Y, = gjg "EVV, 
由 式 (4. 24) ,可 得 
g" = БЫ 8” 
所 以 
gu'u? = g”u,0, 
利用 度量 张 量 与 一 个 张 量 内 乘 , 可 以 得 到 这 个 张 量 的 各 种 不 同 的 分 量 。 例 如 从 
ЖЩ A* 可 形成 相伴 张 量 


Аў, = кыны”. (4. 25) 


А; = g, A | 
Ашы = BUB mE mA™ 
J“ + REH T Sh BJ E A B 48. [яй F БЕЗЕ БАШ, # БЭ AWENA 


系 。 在 无 混淆 可 能 的 情况 下 ,可 省 略 ”。” 号 。 


4.8 张 量 的 物理 分 量 


我 们 知道 ,一 个 矢量 可 以 写 为 
о = vg, = vB’ (4.26) 
式 中 ,gs 是 在 x* 点 上 切 于 坐标 系 (8) 的 坐标 曲线 的 。 在 这 点 上 ,g, 组 成 直线 坐标 系 ， 
从 而 构成 一 维 欧 几 里 得 空间 。 因 为 一 般 说 来 ,gi 与 g* 并 不 一 定 是 单位 矢量 ,wv 在 
点 工 上 对 这 些 矢量 的 平行 投影 ot 与 w 并 没有 相同 的 物理 尺度 。 例 如 ,相对 于 x 点 


上 的 柱 坐 标 系 ,矢量 w MAE о 5v 的 尺寸 为 上 ,而 o 的 尺寸 则 是 上 一 1。 这 是 因 
为 基 矢量 g, 的 尺寸 分 别 由 


|g |= /gu = 1, [е |= Vga = x', | вз |= Vga = 1 (4.27) 
决定 。 因 此 ,有 必要 决定 矢量 与 张 量 的 物理 分 量 。 下 面 先 研究 和 拓 量 的 物理 分 量 。 
我 们 在 x* 上 把 矢量 mw 向 与 坐标 曲线 相 切 的 单位 矢量 eo 投影 ,于 是 有 
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4) == зе (4. 28) 
其 中 
ew = = (4.29) 
注意 , 凡 相 同 两 指标 下 加 一 “一 ”时 ,表示 不 求 和 。 
о == tg, = vP e = v” -让 
于 是 
vP = Sgu (4. 30) 
由 式 (4，30) 给 出 的 wv 的 分 量 v 2 SR £ So 的 逆 变 物理 分 量 。 
同 理 可 得 舌 量 v 的 协 变 物理 分 量 
Va 一 (4. 31) 
这 是 由 于 
е® + eo = 1 
Bp 
е. 8. __ 1 
VE 
故 有 
ес = V е = g V B kk (4. 32) 
将 物理 分 量 的 概念 推广 到 张 量 中 。 当 坐标 系 是 正 交 系 时 , 则 有 
Ao — д# кү ‹4.33) 
А A" 
k = (4. 34) 
Ve 
АЧ, = AU [8% (4. 35) 
gu 
更 一 般 的 情况 是 
(h) та ) — Ekk 78, DEE (4. 36) 
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4.9 排列 张 量 
在 具有 度量 张 量 g, BJ n 维 空间 里 ,定义 
1 
EN (4.37) 
Vg 
(4. 38) 


Erop EVE Є. 
RP, Eha S E n 是 排列 符号 。 不 失 一 般 性 ,下 面 我 们 仪 就 三 维 欧 几 里 得 空 


间 , 证 明 E* 与 Ej 是 张 量 。 
根据 行列 式 ( 用 排列 符号 表示 ) 的 理论 ,有 
gz дх! Irt _ 9x” 
Cu Эт отт Эу" EE m Эт (4. 39) 
将 基本 张 量 从 r 坐标 系 变换 到 去 坐标 系 中 ,有 
8, = = Ee, (4. 40) 
它们 的 行列 式 为 
дї" 2 — ax” 
z= «|05 ， VE = УЕ (4.41) 
现在 将 Ei 从 坐标 系 x' 变换 到 坐标 系 x' 中。 因为 
— — д r 
Є ы, =g Є pn 一 Vg Є imn >= 
Е Әх? дзі Әл" 
— Vg Ew эт у" ar 
即 
— _ axi дх! dre 
Є imn Є jr ат! дт” дх" (4. 42) 
可 见 E 关 是 三 阶 协 变 张 量 。 还 有 
тп — 1- — 1 дх' 
Є g PE Ee 
L1 e, дл дал да" 
Jg Әх! Әх? дт 
即 
‚ Ix дл" дл" (4.43) 


рап — C ај 
€ € дх*' gxi дх* 


HALE” g ИЛКИ. 
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由 排列 符号 的 性 质 和 排列 张 量 的 定义 可 知 
En 二 十 Vg， i,j ,成 偶 排 列 
E 二 一 Vg， i,j, 上 成 奇 排列 (4. 44) 
Ei = 0, 其 他 情况 


和 
; 1 2, 
€ % =+ —, ¿J Ë 成 偶 排 列 
VE J 
И 1 2. (4.45) 
€ =— — ї,],Ё 成 奇 排列 
= J 
€# = 0, 其 他 情况 
4.10 二 阶 张 量 的 本 征 值 与 本 征 矢 量 | 
1. Жей Ж F q E 
H (3. 18) MRC. 25) 可 知 
е; = М,е;, А; = M; A, 
因为 M= (M, ) 是 正 交 和 矩阵 ,所 以 有 
e, = Ме, А, = М,А, 
同 理 , 二 阶 协 变 张 量 的 变换 律 式 (3. 29) 可 以 写成 
А» = MMiAn (4.46) 
在 三 维 空间 里 ,分 量 A; 与 4; 可 作为 两 个 3X3 矩阵 4 与 和 的 元 素来 排列 。 于 是 可 
写成 
A = (A, )， А = (A; ) (4. 47) 
这 样 ,变换 律 式 (4. 46) 可 用 和 矩阵 符号 写 为 
А = MAM" (4.48) 


对 于 二 阶 张 量 ,特别 是 在 研究 张 量 的 不 变量 、 主 方向 以 及 本 征 值 .本 征 矢量 等 内 
容 时 ,采用 矩阵 记 法 是 较为 方便 的 。 很 多 结论 都 可 以 直接 取 用 第 2 章 所 叙述 的 结果 。 
要 注意 的 是 ,不 要 把 张 量 4 与 方 阵 4 混同 。 虽 然 张 量 4 本 身 与 坐标 的 选择 无 关 , 但 
是 在 不 同 的 坐标 系 里 , 张 量 A 有 不 同 的 矩阵 表示 。 

下 面 的 讨论 中 假定 空间 是 欧 几 里 得 空间 。 


2. 本 征 值 


定义 ”二 阶 张 量 A; 的 本 征 值 等 于 方程 
det(A; —Ag;) = 0 (4.49) 
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的 根 。 

上 式 是 4 的 NN 次 方程 。 将 它 变 换 到 新 坐标 系 r 时 ,这 个 方程 就 成 为 

det[ (A, 一 和 mw)MoM ] = 0 
利用 行列 式 的 乘法 规则 ,上 式 可 写 为 
det(A y — Aga) • [det(Mp)]? = 0 
因为 
det(M,,) = 0 
所 以 
det(A。 — Аб) = 0 (4.50) 

比较 式 (4. 49) 与 式 (4. 50) 可 知 , 张 量 的 本 征 值 人 与 坐标 系 无 关 , 亦 即 本 征 值 是 不 
变量 。 

在 欧 几 里 得 空间 里 采用 笛 卡 此 直角 坐标 系 时 ,基本 张 量 g; 的 分 量 形成 单位 撼 
阵 。 式 (4. 49) 可 写成 

det(A— А) = 0 

如 果 张 量 4 是 对 称 的 , 则 其 本 征 值 都 是 实数 (参见 2. 4 节 ) ,将 这 些 本 征 值 称 为 张 量 A 
的 主 分 量 或 主 值 。 用 人 ,hs 表示 4 的 主 值 ,如 果 А, ,hs ,4 都 是 正 数 , 则 4 是 正定 
张 量 。 


3. K 4 * = 

定义 ”如 果 有 两 个 非 零 矢量 X° 和 X. 满足 
(А-д Хо = 0 CAR ADO (4,51) 
(А-А DX. = 0 (4,52) 


MENDIRA Ж k At & Ж ЯП £ k E АЛТА Е КАЕ A. 

为 了 保证 非 零 本 征 值 的 存在 , 式 (4. 51) 、 式 (4. 52) rh X? 与 Xo 的 系数 行列 式 一 
定 等 于 零 ,这 就 给 出 方程 组 (4. 49) 。 由 以 上 两 式 还 可 以 看 出 ,同一 个 二 阶 张 量 的 右 本 
征 矢 量 和 左 本 征 矢 量 所 对 应 的 本 征 值 是 相等 的 。 

设 张 量 4 是 对 称 的 ,如果 А, hz ys 互 异 , 则 4 的 正规 化 本 征 撩 量 ХО, ХО, X°” 
是 惟一 的 且 是 互相 正 交 的 。 

由 式 (4. 51), 有 | 

AX? = Хо (i 二 1,2,3, 不 求 和 ) (4. 53) 
因为 М 是 正 交 矩阵 ,等 式 两 边 左 乘 以 M, 于 是 
MAMTMX® = AMX = ìo MX? (不 求 和 ) 

即 得 


Ф ARAU SD ZR. 58) 都 不 求 和 。 
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AX =д„Х°? (4.54) 
下 面 证 明 它 们 是 互相 正 交 的 。 
将 式 (4.53) 左 乘 以 XI， 得 
ХОТАХ = A XT X° (4.55) 
同 理 , 有 
XOTAX? = àg ХОТХО (4.56) 
将 式 (4. 55) 转 置 ,得 
XITAXD = д ХОТХО (4.57) 
将 式 (4. 57) 与 式 (4. 56) 相 减 ,得 
0 = (Ао = АХХХ (4. 58) 
因为 已 设 Ao 天 Mu， 所 以 
XTX? 一 0 (4.59) 


可 见 这 样 的 本 征 矢量 是 互相 正 交 的 。 


4.11 二 阶 张 量 的 主 方向 与 不 变量 


1， 主 方向 


如 同 2.4 节 中 所 述 ,用 类 似 的 方法 将 张 量 4 的 矩阵 化 为 对 角 阵 。 
用 正 交 归 一 的 X X”, ere , X° HAR 


o (1) р 
т xš xŠ UT 
(2) (2) (2 T 
Р т xš х2 ҳо 
ш . иш * 
Д CN (NT 
ry т? ... r х“ 


PT = (X U X pe, XV) 
因为 了 PTI 一 了 ,所 以 Р 是正 交 矩阵。 
将 А 进行 相似 变换 ,得 
АР! = (AX ,AX? ,...,AX‘V) 
= ADX? ,A Ж? AnA) 


Хот 
(DT 


А 一 РАР! 一 (AD XP ‚Ао XP .... „А ХО?) 


4. 
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Ào 0 0 
0 À 0 
= 2 | (4. 60) 
0 0 А 
当 N=3 时， 
à 0 0 
А= |0 A 0 (4.61) 
0 0 à 


因此 必 有 这 样 的 一 个 坐标 系 存在 ,对称 二 阶 张 量 在 这 个 坐标 系 里 的 分 量 所 形成 
HERE -对 角 阵 , 且 其 对 角 元 素 为 4 的 主 值 。 这 个 坐标 系 的 坐标 轴 是 A 的 主轴 ， 
它们 的 方向 称 为 张 量 A 的 主 方向 。 

如 果 A ,hz ,4 不 都 是 相 异 的 ,这 些 结论 仍 能 成 立 。 如 果 必 一 j 天 1 ШАКЕ xe 
是 惟一 确定 的 ,而 且 可 取 互 相 正 交 并 同 x. 正 交 的 任何 两 单位 矢量 作为 xu ,x WM 
果 A SA =Аз , 则 可 取 任 何 个 彼此 正 交 的 轴 作 为 主轴 ,这 时 А 称 为 球 张 量 。 


2. 不 变量 


(1) 基本 不 变量 

前 面 已 经 说 明 ,4 的 主 值 与 坐标 的 选择 无 关 , 它 们 是 张 量 的 不 变量 。 可 以 证 明 ， 
如 果 A 是 对 称 的 , 则 4 的 任何 不 变量 都 能 用 41 ,As ,hs 来 表示 。 就 这 个 意义 而 言 , 它 
们 是 张 量 4 的 基本 不 变量 。 

2.4 节 已 证 明 如 果 和 矩阵 A ВАЕ ЈА, ДА" 是 A" 的 本 征 值 , 对 于 张 量 4 也 是 
如 此 。 

(2) 迹 不 变量 

在 许多 应 用 中 , 取 A A ,as 的 三 个 对 称 函 数 而 不 取 主 值 本 身 作为 不 变量 较为 方 
便 。 三 个 这 样 的 函数 是 

A+A Fàs, Aitai А, a +a +A (4. 62) 

这 三 个 量 显然 是 不 变量 ,没有 一 个 能 用 其 他 两 个 米 表示 ,就 这 个 意义 而 言 , 他 们 是 独 
立 的 。 

由 式 (4. 61) 可 知 

ПА = А, + À; + As 


因为 PP 是 正 交 的 ， 
ПА = А, = P,P.A, = 6,A, = A, = trA (4. 63) 
因此 式 (4. 62) 中 第 一 个 不 变量 在 任何 坐标 系 里 都 等 于 4 的 分 量 形成 的 矩阵 的 迹 。 
同样 | 


a? LAP +А 二 trh? = A,A, = Р.„Р.А„Р,Р,А,, 
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=p gSA nAn = ApA,, = trA? (4. 64) 
同样 还 可 得 
АЗ +a? +А = trA’ (4. 65) 
因为 trA 同 坐 标 系 的 选择 无 关 , 所 以 可 以 定义 trA= trA, F t tB ЛЕ ЖЯ Т trA? = 
trA°,trA 一 trA: 。 不 变量 的 集 式 (4.62) 可 以 表示 成 


(trA,trA2,trA2) (4.66) 
我 们 称 其 为 迹 不 变量 。 
(3) 本 征 方 程 的 系数 是 不 变量 
令 
І, = Ài + À; + Аз 
І, = А: Аз + АЗА! taa (4. 67) 
I; = AiAzA3 
显然 这 三 个 量 是 不 变量 。 下 面 证 明 1, ‚1,1, 正 是 凯 莱 -哈密 顿 定理 所 表述 的 方程 
ГА) = А? ПАЎ +LA- LI =0 (4. 68) 
中 的 相应 项 的 系数 。 
1, = га ФА HAs)? (Q ФА А] 
= [ra> — кА? ] 
— 1 ү? 42 
= 2104) — ГА? ] 
I, =detA = det(PAPT) 
—detPdetAdetP1 = detA 
KU detA =detA =I. А ЕЖА B: J 
L = trA, k= Fiara)? —trA?], h = detA (4. 69) 
由 例 2.8 可 知 , 式 (4. 68) PH 1, , Г, 正 是 式 (4. 69) 所 表示 的 。 
对 式 (4. 68) 取 迹 ,并 注意 到 де = 3, Ш 
1, = спаў ПА + LtrA) 
= y [tA 一 trAtrA? + Hera»? — tra’ Jera | 
_ 1 з 3, 42 1 3 
= | aa 7TA trA + —CtrA) ] (4.70) 


例 4.5 求 二 阶 对 称 张 量 4y 的 本 征 值 和 本 征 矢量 。 设 
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3 0 0 
а 4 я 


0 V3 6 
解 ” 本 征 方程 为 
3 一 从 0 0 
0 4—A V3 |= (3 А) (А – 7) (4—3) =0 
0 V3 6—2 


ВТ РА AK AF48 У А ==3,А =3, =7. А3 是 本 征 方程 的 重 根 。 

对 应 于 4 二 3 的 本 征 矢 量 的 分 量 满 足下 列 方程 组 ， 

za 十 V3xi 二 0， V3zr 十 3zry = 0 

zi 任意 选 定 。 这 样 有 可 能 确定 两 个 互相 正 交 的 本 征 矢 量 。 

首先 我 们 选择 1,2 0,0: =0, WA ХО =i, 

其 次 , 选 x 一 0,7s 二 V3 23 1, 即 X= 二 V3j 一 k。 显 然 ,对 应 于 4 二 3 的 两 个 
本 征 矢量 是 互相 正 交 的 。 

最 后 ,对 应 于 4 二 7 有 方程 组 

一 4z =50, — 3х, 十 V3r = 0, (3x,— zs = 0 
解 得 x 一 0,xz; 一 1,x; 一 V3。 因 此 Х = j+/ 3k 是 对 应 于 4 二 7 的 本 征 矢量 。 这 三 个 
本 征 矢量 的 方向 表示 了 张 量 А, 的 主 方向 。 相 应 的 主 值 是 
An = А» =3, A;=7 


4.12 f Ж ш 
1. 偏 张 量 的 定义 | 


在 连续 统 力 学 中 ,有 时 将 一 个 张 量 分 解 为 其 偏 量 与 一 球 张 量 之 和 。 本 节 仍 然 只 
限于 在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 。 


А = А+ А (4.71) 
于 是 
А = А +A (4.72) 
将 式 (4.72) 两 边 取 迹 ,注意 到 det 一 3, 则 有 
trA’ =0 ` (4.73) 


迹 为 零 的 张 量 称 为 偏 张 量 。 如 果 偏 张 量 4' 是 对 称 张 量 , 则 它 只 有 五 个 独立 的 分 
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量 , 这 是 因为 附加 了 迹 为 零 这 一 约束 条 件 。 
2. 本 征 值 与 本 征 矢量 
将 式 (4. 72) 右 边 乘 以 4 的 本 征 矢量 x, 得 
А'х = Ax— тах = [X — таа) 
令 偏 张 量 A REKA А А MJ E sC B] T TR 3k Et f) À E & BE t3 ЖОК 
量 的 本 征 矢量 相同 。A 0928 E B 29 


М= A з + +A) (4.74) 


3. 不 变量 


因为 偏 张 量 的 迹 为 零 ,所 以 第 一 个 不 变量 了 二 trh 二 0, 剩 下 的 两 个 独立 的 不 为 
零 的 不 变量 是 上 和 Г.Я 


1 1 


Г. =— 50А" ， I= detA’ = ЧА" (4.75) 
因为 
; 1 2 2 1 
2 — — = А? — &. > 2 
A (А 3 rtr4 ) А? — ЗАСА + --ГагА) 
两 边 取 迹 
ПА’? = trA2 -Eara 
于 是 
г; =— кад? +A 
2 6 
= 11004) — trA?] – 2004) =], -+r (4.76) 
х 
1 3 
3 一 一 - 一 - 
A = (4 3 ItrA) 
1 1 
= А? — 2 КЩ 2 二 3 
A“ trA + 3 (тА) 271(trA) 
两 边 取 迹 


ПА’? = ПА? — ТАТА + 24)? 
所 以 


Г,=-—їтА? = [A — trA’ trA 十 Fa» | 


1 1 
3 3 

= 村 | rA° 一 З БАЗА + zara | 
3 2 2 

2 


3 
z7 TA) 


+ -L trA[trA? — (кА) ] + 
2 
27 
这 样 ,可 用 1, , 1, ,Ts 表示 五 ,局 ,同时 也 可 以 用 1+ ‘L LER L ,1,. 所 以 采用 集 ( 石 ， 
RGDA 的 基本 不 变量 集 ,与 采用 集 { 攻 ,1,1} 作 为 4 的 基本 不 变量 集 是 等 
价 的 。 


=I. = 11 +B (4.77) 


2) 题 


4.1 设 4y 和 Bi 是 二 阶 协 变 张 量 , 试 证 14y +В, 是 二 阶 协 变 张 量 , 式 中 ,w 是 
标量 。 
4.2 试问 二 阶 逆 变 对 称 张 量 最 多 有 多 少 个 不 同 的 分 量 ?” 设 (1) N=4; (2) N=6; 
(3) N 为 任意 数 。 | 

43 ИЖЕ Аз 。 在 一 个 坐标 系 中 对 于 指标 p 与 9 是 对 称 的 (或 反对 称 的 ) , 试 
证 它 在 任何 坐标 系 中 对 于 指标 p q 都 是 对 称 的 (或 反对 称 的 ) 。 

44 ЖА ЕКЕ, ЖЕ Ач, 十 A?, 是 对 称 张 量 ,A%%, 一 A%, 是 反对 称 张 量 。 


4.5 设 A; 是 对 称 张 量 ,B; 是 反对 称 张 量 , 试 证 А,В, 一 0。 

46 j A; УВ, ÆRE, WHE A,B 5 AIB 是 张 量 ,并 说 明 它们 的 阶 数 。 

4.7 ”如果 用 D; 的 对 称 部 分 Du 代替 D; , 试 证 二 次 型 Dyr, 是 不 变 的 。 

4.8 设 A” 和 B, 是 反对 称 张 量 , 试 证 C8 二 A”%B, 是 对 称 的 。 

4.9 9 Ф=а,А?А*, ИЕ. 总 可 以 写 出 B 一 0AiA*, 式 中 bi 是 对 称 的 。 

4.10 设 A， 是 反对 称 张 量 , 试 证 4wzaz? 一 0。 

4.11 试 证 张 量 А ,的 缩 并 是 标量 (或 不 变量 ) 。 

4.12 ЖАТ 是 张 量 , 选 择 p == q= s, ЪЁ UE ИЙ Э{ JE 1Л КЕ, ЗР BH +Z й 
阶 数 。 . 

4.13 WEKE A’ 与 B, 的 外 积 的 缩 并 是 不 变量 。 

4.14 ” 试 建立 下 列 相 伴 张 量 之 间 的 关系 : (1) An 与 Ai (2) АУА, 

4.15 试 建立 下 列 相伴 张 量 之 间 的 关系 :; (1) AAAY; (2) А” БА", 

4.16 试 建立 下 列 相伴 张 量 之 间 的 关系 : (1) АЖ Б Ans (2) A5 AR, 
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4.17 ИЖЕ A* ,与 B*. ,的 任何 一 对 指标 相同 时 ,所 求 的 内 积 是 三 阶 张 景 。 

4.18 ЇЕ: (1) А; В? 一 A%B,,; (2) A”. ,B;'=A;!,B” =A;"Bt,, MAM 
论证 哑 标 的 升降 不 改变 该 项 的 值 这 一 普遍 结论 。 

4.19 ZA’ 5B, 是 任意 张 量 , 若 A*B,C(p,g) 是 不 变量 , 试 证 CC(p,g) 是 一 张 
量 , 并 且 能 写成 C... . 

4.20 设 4(Cp,9)B,=C, 式 中 也 ,是 一 任意 的 一 阶 协 变 张 量 ,C* 是 一 个 一 阶 的 
道 变 张 量 , 试 证 A(p,g) 是 一 个 二 阶 混合 张 量 。 

4.21 设 A' 和 B’ 是 任意 的 逆 变 矢量 ,而 C A: B: 是 不 变量 , 试 证 Cj; 是 二 阶 协 变 


张 量 。 
4.22 ЖА 是 任意 的 道 变 矢量 ,而 CAA 是 不 变量 , 试 证 C; 十 C; 是 二 阶 协 变 
KE. 


4.23 Ў d? = g; dri dr: 是 不 变量 , 试 证 gy 是 二 阶 对 称 协 变 张 量 。 
4.24 ” 试 求 球 坐 标 系 中 的 度量 张 量 。 
4.25 (1) 用 第 二 行 的 元 素 及 其 余 因 式 展开 行列 式 : 
| B11 62 B13 
8 一 |8? 8 gz 
Би B32 gz 
(2) ЖИЕ g5 gG, k) RR GG Р) gi 的 余 因 式 , 该 式 仅 对 指标 上 求 和 。 
4.26 WWE: (1) ga 663,1) + 2603,2) + 3603,3) =0; (2) Ж JZ p. ga G(p, 
k)=0, 
4.27 定义 “==, 
式 , 试 证 g g = ó, 
1 


sy 1 
4. 28 MEE EZERRE к това = сш ‚=. 


式 中 GCG k) kiy zÉ Е | gi | 关 0 中 元 素 Ejk 的 余 因 


€ jk Vib усь 
2? 
€ pra pb acs 


4.29 RRE Ui 用 基 失 量 a be 表示 为 v; 二 aa; 十 PB; 十 yci, 试 证 а= 


Eapaivict Сафо 


PE abe E abe” 
par pO aCr para pO ,C , 

4.30 设 两 组 坐标 系 的 轴 间 夹 角 如 表 所 示 , 试 求 其 变换 系数 ,并 证 明 它 们 是 互相 
正 交 的 。 


习题 
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4.31 


a а! = 9, aa a 5а, saz ,as 的 互 道 基 矢 (不 一 定 是 单位 


КЕ), #Ё vz FJ н й ЖЕ ху X: # УРЕ F ЯШ ЭИ Ж: 


b, = 3i+ 4j, b,=—i+2j+2k, b; = i+j+Kk 


4.32 WWE gw,g” 与 6? 是 相伴 张 量 。 

4.33 it d? = 5(dz!)2 T 3(dz2)2 + 4(dz°)2 — 6dz!dz2 十 4dzzdzrs， 试 求 8 
与 g*。 | 

4.34 设 ds: 二 3(dzx!)? 十 2(dx?)? 十 4(dx?)? 一 6dx!'dx’, 试 求 g 5g”. 

4.35 (1) 设 A* 与 B* ÆRE, АНЕ gm А”В" 是 不 变量 ; (2) 再 证 
EnA P ARER. 
VPA, CBE 

4.36 两 组 笛 卡 儿 直 角 坐 标 轴 间 夹 角 的 方向 余弦 部 分 地 列 于 表 中 。 如 果 с, 


7? ,Xx? 也 是 右手 系 , 试 填写 表 的 最 下 一 行 的 空格 。 


4.37 


试 证 三 维 空间 里 曲线 坐标 之 间 夹 角 的 余弦 为 


812 823 £a) 
cosh: = ———7—©——, cosóñ,, = ‚ cosh = 
V 811 822 м 822 833 м 833811 


38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 


F > > > > >= р Б 


试 证 三 维 空间 里 正 交 坐标 系 的 gz 一 gz 一 gs 一 0。 

试 证 L' = gs APA: 是 不 变量 。 

试 证 上 题 中 = g#A,A.. 

W А, = дА‘, ИЕ At = БА, 

D А‘ = g*A; G DUE А, = дА‘. 

ЯНА ИКИ, 

РВК RHEE. 

试 将 下 列 变 换 方程 写成 矩阵 形式 : (1) 协 变 矢 量 的 变换 方程 ; (2) 二 阶 


逆 变 张 量 的 变换 方程 CN=3)。 


4. 46 


试 将 下 列 变 换 方程 写成 矩阵 形式 : (1) 道 变 矢量 的 变换 方程 ; (2) 二 阶 


协 变 张 量 的 变换 方程 ; (3) 二 阶 混合 张 量 的 变换 方程 CN=3) 。 


4. 47 


设 二 阶 对 称 张 量 А, 的 矩阵 表示 形式 为 
1 1 0 
1 2 1 
0 1 1 


(A, = 


жав KERA 
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试 求 它 的 本 征 值 与 本 征 矢 量 。 
7 3 0 
4.48 设 二 阶 对 称 张 量 的 矩阵 (A, = 3 7 4|], 试 求 它 的 主 值 和 主轴 方向 。 
0 4 7 
4.49 将 题 4.47 中 的 张 量 A; 化 为 对 角形 。 
3 2 0 
4.50 ШЕЖЕ В=(В,) = |2 3 0 | 的 平方 根 VB。 
0 0 3 
5 —1 —1 
4.51 85 4 0|, 利 用 4? 与 4 的 主轴 重合 这 一 结 
— 0 4 
论 , 求 4 的 平方 根 V4 。 
一 1 
4.52 设 张 量 号 一 (B) 一 | 0 3 0|, 利 用 凯 莱 -哈密 顿 定理 求 B'。 


—1 0 2 


为 了 便于 讨论 张 量 分 析 和 空间 的 曲率 ,本 章 首 先 引 入 由 基本 张 量 gi 形成 的 第 一 
种 和 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 (Christoffel symbol), 1# Ж k Ж Де МК Ж Kk EH H Ж 1% 
导数 均 具有 张 量 性 质 。 和 矢量 的 协 变 微 分 法 能 否 推广 于 张 量 , 回 答 是 肯定 的 。5.3 F 
详细 推导 了 二 阶 混合 张 量 的 协 变 导数 是 三 阶 混合 张 量 ,随后 讲述 了 协 变 微 分 法 三 条 
规则 。 不 变 微分 算 子 是 指 梯度 、 散 度 、 旋 度 和 拉 普 拉 斯 算 子 。 权 为 零 的 张 量 是 绝对 张 
量 , 权 为 1 的 张 量 称 为 张 量 密度 , 权 为 其 他 数 时 一 般 称 为 相对 张 量 。 


51 克 里 斯 托 费 尔 符号 
1. Æ 


第 一 种 克 里 斯 托 费 尔 符 号 : 


Lä k] 2 (283 + дх! ЭЕ) (5. 1) 
第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 : 
{ 
Јева (5. 2) 
1 


@ 有 不 少 书籍 ,尤其 是 欧洲 的 书籍 ,用 Гь ЖИГ; Я Rh ЖЖ h кн АЗЕ ЙК Е.И Dey =, 
l 
k]. = | 小 


1 
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引入 的 这 两 种 符号 ,是 否 是 张 量 , 待 讨论 了 它们 的 变换 律 即 可 断定 。 两 种 符号 中 
的 指标 除 一 个 (如 看 作 是 上 标 外 ， 其 余 的 都 看 作 下 标 ,它们 适用 于 一 个 上 标 和 一 个 
下 标的 求 和 约定 。 

将 式 (5. 2) 内 乘 以 gw， 得 


[i m] = gmd.) (5.3) 
1] 
MENATA X ЯЙ г, 都 是 对 称 的 , 即 
[i sk] = [ji sk], МЕ М (5.4) 
1] л 


тва R, h 8 С Таз кш, ОР N—3 而 


A olijk] 18 个 独立 分 量 : 
[111,1].[11,2],[11,3],[12.1]=[21.1].[23,1]=[32,1],[31,1]=[13.1], 
[22,11,[22,21],[22,31,12.21=[21,2],[23,2]=[32,2],[31,2]=[13,2], 
[33,17,[33,2],[33,31,[12,3]=[21,3],[23,3]=[32,3],С31,3]=[13,3] 


ГА 
对 于 | | 也 美 似 地 有 18 个 独立 的 分 量 。 


2. 用 克 里 斯 托 费 尔 符号 表示 基本 张 量 的 导数 
(1) 由 式 (5.1), 有 


[yk] = + (SEs 28а — SEL) 


дт? дх! дх^* 
改变 哑 标 ,有 
. 4 _ дакы СУЧА dgr 
[ si (568 + дх* дт? ) 
因为 gj 是 对 称 张 量 , 将 以 上 两 式 相 加 ,得 
д 
Es = [g k] + [b i] (5. 5) 
(2) 因为 
| g g" = д) 
对 r 微分 ,得 
Igy 1 Ə 
дй + 1 = ° 
内 乘 以 g” ,有 
а дд” 
1 


5. 
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将 式 (5.5) 和 式 (5.2) 代 人 上 式 , 得 


ут А . . . А mm . 
227 =— g*g”[i,j]— g*g” [01,1] 
ee 
£ É 8 jl 
Jg” _ ДИЕ И А (5.6) 
дх! 8 il 8 й 
|7 д 
i 5.1 ЫЕ, = =n z. 
jm ол 


证 Bi 的 行列 式 g = {gi | 二 gxG (].Ё)О{МЯ] k 求 和 ) ,而 Е»: С(3,А) = 


jk 


Ев. 
注意 到 GG OPREA g, ,所 以 
75 =GG,r) 
дк _ де де, , AZ: 
дд” де„ дл” б, дт" 
де, rrr . 
= gg” E = gg” (Lim ,r] + [rm ,j ]) 
1 r J 
АИЯ 
т т т 
于 是 
二 7 或 Í|? |= 2 у (5.7) 
2g Jx” jm jm dax” 
3. Ж АТЫЙ AD 65 3 3⁄4 
协 变 基本 张 量 sy 的 变换 关系 是 
一 дх' дт? 
= === —EË 5.8 
Ë m 27 9 mË ( ) 
将 上 式 对 zx” 求 偏 导数 ,得 
дв _ Axi дї! дв; дл" Pri дл? Jj9r Fr 
Əx" дт! дх" Jx? дх" +57959 21"8 š дт! a % (a) 


轮换 指标 i,m,n 和 ij, 并 适当 改变 旺 标 ,得 如 下 两 个 类 似 的 方程 ; 
два _дх* дх' Igy Ir Jat ar 


dx” Jx Ix Әл? Jx” дх"длт" 9218 У 


дх® Par 
二 LI oy b 
ax” дх!дх””* cb) 


жой 张 重 分 析 


дв _ ITİ Әа* де» дл" а? хі dz 
3x! Әх" дх" gri Jx! Əx"Əzx! Әх" 


Ejk 


gz: Prt ( 
с) 
22" Әт" Te 


PEO Og 


1 (zs + Em ж) 一 1 (282 + д8 2g; azi дх? Əz° 


2 \gr” ат! дт” 2 \9ri ах дх*/Әдх! Әх" Әх" 
Iri Fri 
+ gs s= дт" дх!дх" 
дх' дхі дх* дх а? х! 
Ит ,nj = Lij k] = г gy 89 I Tm (5.9) 
道 变 基本 张 量 к? BJ 28 20 2 # E: 
Б" = д" 927 92 (5.10) 
дї” да? 
将 式 (5.9) 的 两 边 内 乘 以 式 (5. 10) 的 相应 两 边 ,化 简 后 得 
P дх? Ir Әх? IT? Pri 
= 二 - -一 一 .11 
d И Е дх' дах" Әх) Әт'!дх” (5. 11) 


式 (5. 9) 与 式 (5. 11) 给 出 了 两 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 变换 律 ,符号 上 方 的 横 线 表示 它 
是 在 坐标 系 T 里 对 于 基本 张 量 B, 计 算 的 。 АЫ 


不 是 张 量 。 可 是 在 坐标 的 线性 变换 中 ， Е =т= = — =o 这 种 十 分 特殊 的 情况 下 ,这 两 种 
符号 的 变换 律 就 像 张 量 的 变换 律 一 样 。 
将 式 (5. 11) 两 边 内 乘 以 925 ,得 


gz z" — 2 | ШЕ дх? (5.12) 


дх!дх" 22 [ij |9xr’ дт" 
这 是 用 x 对 x' 的 一 阶 偏 导数 和 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 表示 二 阶 偏 导数 的 一 
个 重要 方程 ,以 后 常用 到 这 个 关系 。 


im 


5.2 天 量 的 协 变 微分 


在 研究 矢量 的 协 变 导数 之 前 , 先 考 察 基 矢量 g, 与 g* 的 协 变 导数 。 
协 变 基 矢 量 g, 的 协 变 导数 是 


s-k 


дт! = (5. 13) 
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HEERE g* 的 协 变 导数 是 


k Ë 
3 =— |, Je" (5.14) 


A uE BH AU (5. 13). fE BB F= # Ж , 如 
图 5.1 所 示 , 列 出 两 组 基 矢 量 之 间 的 变换 关系 
如 下 : 


дх?. , дх* 
в, = о-у, Ë = 5178 (5.15) 
дз? Әд! 
Bu = В, ° g, = 922 92109 (5.16) 
g‘ = gg, £ = gug’ (5.17) 
д„ = Č i = 2 дл" 
Iret _ Jroa arg orie" 
即 
де, _ [m 图 5.1 
Əx! ki Em 
下 面 只 需 证 明 
| л — 22; Әх" 
ki дх*дх* Əx° 
将 式 (5.16) 代 和 人 式 (5.1) ,得 
— 1 /gwm | двы — 38и) 
Lkm] = (25 Tarz — әд" 
1p 3 [Ix дж" 9 (IT IT а (IX дх° 
= 9 )+ za "] a (90 30 ) | 
2 = (55 дл" ШЕ; ах! Эт” дх" \дх* Ер) 
_1{/ ах" дт д2" FP P IT дх" PT 
2 (Gr дл" ° ах! 9279279" + дх*дх' Jar?” + дт! уллар" 
Әх" дт? дх" gx’ ) 
Әх"дх^ Әх' 9x 9x"Əəx! ” 


容易 看 出 ,第 2 项 与 第 6 项 相 消 ;由 于 6 一 6, ,所 以 第 4 项 与 第 5 项 相 消 ,于 是 上 式 可 
以 写成 


Pr дт? 
ki, = ——  —;, 
LL, mj дх'дх* Ix” 


由 式 (5.2), 有 


т ar 
дх'дх* дл" " 


W Е”"[М,п] = р" 


但 是 


张 量 分 析 


114 第 5 章 
所 以 
ИЕ X Әдл" 
El дх*дх' Әх" 
这 就 证 明了 式 (5. 13)。 下 面 再 证 明 式 (5. 14) 。 
由 式 (5.17), 有 


g = вед", 
所 以 g Xi x’ 的 偏 导 数 为 


др" др ma д m д 
学 = 78 Em Hg” ATE m + gg 3 
дв“ т Әв", kp тп IE pm 
gx! > + 2478" КЁ 8 дл! 
o gg” kp тп DE pm 
дд 8 8" 9а 
于 是 ,得 
Ig” Jgn 
ЭЛ = gg” T 
又 由 式 (5, 17), 有 
В = в” 
所 以 有 
Igt Ig” Әв, др" д 
ЗЕ = Ев, +g” En = Bg, + ш” 283 


дх! dz 8 Ë дт! дх! дл! 


将 式 (a) 及 式 (5.13) 代 入 上 式 ,得 


9g° = — Ep m Og pm kn m 
927 gg ЭЁ" + 8 al Em 


9 d d тз 
=(—а”я” 5 + ав Crd 7) в, 


a 
= (— gg" Fa +g*g™ [pl э) в, 


| 


дЕ 
kp рп kp n 
( g" з ЕЕ [pisn])g 


Jg 1 де 1 26 19 
— kp f т 2. т E hn _ 1 OEa\ „ 
8 | дх! + 2 ах! + 2 3x’ 2 дл" )в 


一 一 рі L (28. 4-28 Igun )в" 


(а) 
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ЯШЕН Y з\,(5.14)„® 
现在 研究 矢量 的 协 变 导数 。 
(1) 将 矢量 и 写成 4 二 wgi ,于 是 有 
ди ou | „дв; [ow ft 
oz ` 218 Tu дт! Ë {т ba |в 
记 
Qu k] , 
ut = EN ba (5.18) 
их ‚ЖК ЗИ ЛЕ Ж CHEE SUS ФК. 
特别 地 
ди* k а ‚ д 
{е = aava 
于 是 
ut, = L 2 (Уви?) (5.19) 
sk VE дз) . 
(2) KRKE u 写成 uw 一 ug ,于 是 有 
ди _ ди, a дЕ* _ |ди„_|т k 
2zx! длх! Tua дх! Ë ki esj 
记 
m 
шы 一 шыр (5.20) 
U PR N b E 3 S и, 的 协 变 偏 导数 。 
最 后 证 明 协 变 仿 导 数 的 张 量 性 质 。 
因为 
А* = A; 92 (5.21) 
ar’ 
将 此 变换 律 对 >: 求 偏 导数 ,得 
дА* _ JÅ! Әл" дх* 4, Jart Әх" 
да? дт" 9x’ дх! дх'дх" дх? 
利用 式 (5. 12) 消 除 二 阶 偏 导 数 ,得 
дА* _ JA Әх" axt | д, Әх" [JP azt _ [hl az or 
дл? дх" Әх! дх' Ixi |] (92° rs | 9x’ дх" 


Ф 式 (5.13) 与 式 (5. 14) 的 证 明 引 自 A. С. Eringen 主编 , 钱 伟 长 译 ( 张 量 分 析 》( 现 代 连 续 统 物理 丛书 (1))》 


一 书 中 的 译注 (99 页 )。 
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由 式 (5. 21) 并 适当 改变 哑 指 标 ,方程 化 为 


3At |А} (2 i А а= дх* 
ы („А = (С) 
即 
‚ = ді, 92" 9л" 5.22) 
At = An 52 = (5. 
此 式 表明 A* XJ z: 的 协 变 偏 导数 是 二 阶 混合 张 量 。 
又 因为 
A, = A, °= (5.23) 
Jx 
将 此 式 对 Е 
gA, _ дА, дх* дл? а? х) 
дт! дх* дт! gz 7 дх'!дт! 


再 用 式 (5. 12) 消 除 二 阶 偏 导 数 , 并 适当 改变 哑 指 标 ,将 式 (5. 23) 代 入 后 经 过 演算 得 
дА, _ И? _ дА, _ | r l Әх? дл" 
j 


И 7 әх" " Әх! Әх! 


дт! in 


Bp 
Аш = jen = 9з" (5. 24) 


此 式 表明 А, 对 x" 的 协 变 偏 导数 是 二 阶 协 变 张 量 。 

在 N 维 欧 几 里 得 空间 里 ,如 果 选 用 的 坐标 系 是 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ,除了 gu 一 
gu 一 … 一 gxw 一 1 外 ,基本 张 量 5 的 其 他 分 量 都 为 零 ,所 有 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 都 为 
零 。 于 是 协 变 偏 导数 就 和 一 般 的 偏 导数 相同 , 协 变 微分 法 就 化 为 一 般 的 偏 微分 法 。 
然而 ,即使 是 在 网 几 里 得 空间 ,如 果 采 用 球 坐 标 系 , 则 克 里 斯 托 费 尔 符号 便 不 都 等 
于 零 。 


5.3 张 量 的 协 变 微分 


上 节 我 们 讨论 了 矢量 的 协 变 微分 法 ,得 出 了 含有 矢量 偏 导数 的 张 量 。 这 样 的 协 
变 微分 法 能 否 推广 于 张 量 ? 本 节 将 作出 肯定 的 回答 。 为 了 不 失 普 遍 性 ,以 二 阶 混合 
KE A; 为 例 , 因 为 这 个 张 量 既 有 逆 变 指标 又 有 协 变 指标 ,因此 它 具 有 普遍 意义 。 

À: = дт! дл! k 
7 дх* дз? “ 


将 上 式 内 乘 以 << ,得 


m 
ari’ 


5.3 张 量 的 协 变 微分 


r 微分 ,并 利用 式 (5. 12) 消 去 二 阶 偏 导数 ,得 

дА} да" а, ГЁ | ал [Max az | 

дх* Әт IME: p: дт* 

_дА? gr ax, 1 Р {даб |1 әла" 22. 
jk |92? 5 |92) Әх? 


根据 式 (5. 25) 并 适当 改变 哑 指 者 标 ,方程 化 为 


Кы 


дх' дх* дл? 


(a А) uW 
nk jk 3x' 
—[9Ar А," | Am )25 дл! 
= (20+) | A|") == 527 
引入 逗号 记 法 : 
л, = + A| | 
ox rt lt 
于 是 上 面 的 方程 化 为 
x IL” _ „„ JT дх! 
Pk Әт! H Ix? дл? 
内 乘 以 9 ,得 


‚ = А? IL Ix дх 
H Әх" Әх! дд? 


BJ Ar 是 三 阶 混合 张 量 。 这 个 张 量 称 为 Ar с 的 协 变 导 数 。 


(5. 25) 


(5.26) 


(5.27) 


用 类 似 的 方法 ,可 以 推 得 二 阶 道 变 张 量 的 协 变 导数 是 三 阶 混合 张 量 ,而 二 阶 协 变 


张 量 的 协 变 导数 是 三 阶 协 变 导 数 , 即 


дА 
А» = 
д 


k { 
„К^ „| 
mr mr 
Ar = As д2" дх* Ix” 

`: " Jx? дх! Or! 


Aun = "Ан ЗА, | f A| і | 
km im 


Jx” 
元 Ir? Jr! дт" 
Anu = Ашы дт” дх* Ox’ 
对 于 一 般 的 高 阶 张 量 , 可 写 出 如 下 的 表达 式 : 


JANR sip 

Deb, — "79, а prop Ёр енер 

А Ир, == " + > А 1421 ü 
дт — lèn t 


(5.28) 


(5.29) 


(5. 30) 


(9.31) 
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t 
gi plag 
в=1 gan 


这 个 张 量 称 为 张 量 Ане Ж z" 的 协 变 导 数 。 
下 面 研究 两 个 特殊 的 张 量 , 即 克 罗 内 克 д! 和 里 奇 (Ricci) 基 本 张 量 z, ,8 的 协 变 


导数 。 
根据 式 (5. 25), 有 


КИНИН э 


im іт 
可 见 , 在 计算 含有 ó: 的 项 的 协 变 导数 时 , 克 罗 内 克 符号 0 犹如 一 常数 , 它 本 身 
的 协 变 导 数 为 零 。 
下 面 证 明 里 奇 基 本 张 量 gw ,g* 的 协 变 导 数 为 零 , 即 
Eum = 0, g, = 0 (5.33) 
根据 式 (5. 30) 和 式 (5.2), 有 


r r 
Бы.һ 一 可 zw En km КАМ 


Эт” 


— вав" [Ет ,5] —– вьв" [im ys] 


= 98и [ia 人 一 [om 条 
дт 


_ gu 1 Е дем а) 
3x” 2 Jx” дх* дт! 
1 [дан дЕ дем ) 
+ 2 (56 дт“ axl 0 


因为 

gg. = 0 
将 上 式 对 z" 求 协 变 导 数 ( 求 协 变 导 数 的 规则 见 5. 4 节 ) ,得 

EnEn КЕ” йн.„ = 0 

根据 刚才 的 证 明 ,可 知 第 二 项 为 零 。 即 

ggn 一 0 
因为 det(gw ) 天 0, 这 组 线性 方程 组 的 惟一 解 为 

So 一 0 

至 此 , 式 (5. 33) 的 两 式 证 毕 。 


5.5 不 变 微分 算 子 


5.4 协 变 微分 法 规则 


协 变 导数 的 演算 遵循 下 列 规则 。 


(1) 两 张 量 之 和 (或 差 ) 的 协 变 导数 是 它们 的 协 变 导 数 之 和 (或 差 ) 。 


(АЎ + B*),, = At. 4- В“, 
将 式 (5.28) 代 和 人 上 式 两 端 , 即 可 证 明 等 式 的 成 立 。 


(5.34) 


(2) 两 张 量 的 外 积 ( 或 内 积 ) 的 协 变 导 数 等 于 两 项 之 和 ,每 项 是 一 个 张 量 外 乘 (或 


内 乘 ) 另 一 张 量 的 协 变 导数 。 即 
CAËB m). = As B m + AË B m. 
(A;B7), = А? Вт” + AYBY, 
证 〈 只 证 式 (5. 35)) 
ў - 2 б pj і ip j 
CAËB m) ga ABe) +A (p B= tA M 
А P ; P 

а |а) 


А 


| А* | 7 | Ba 
ӘВ,, 


; _ pl p 
+А (52 в, |а) в, |) 
= А%В,, + АВ, 
(3) 进行 协 变 微分 演算 时 ,gu ,8 和 6 可 以 像 常数 一 样 提出 来 。 


_ (дА: 


дх* + А” | 


例如 
СА а). = вА: FBA am = ВА. 
5.5 不 变 微分 算 子 
1. 梯度 
H 1.9 节 可 知 ,标量 场 Ф 的 梯度 可 以 表示 为 
grad = ав" = уф 
式 中 ,哈密 顿 算 子 
— pI 
У = р 21% 


(5. 35) 
(5. 36) 


(5. 37) 


(5.38) 
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张 量 A 的 梯度 定义 为 


gradA = Ag” (5.39) 
若 张 量 4 为 三 阶 混合 张 量 A. ,, , 则 其 梯度 的 分 量 为 
(ртаадА)*,„ = Amn = У „А, (5.40) 
式 中 符号 表示 协 变 微分 算 子 。 
2. ЖЖ 


根据 式 (1.77) 和 式 (5. 19) ,矢量 a 的 散 度 为 


diva =V sa = в ° lagi) 


=g" + gal, = al, = par Уна (5.41) 

ВЛ RE а' 的 散 度 
diva! = ешн (5.42) 
diva = gt Frag” = g" s (5.43) 

即 协 变 矢 量 a, 的 散 度 
diva, = д“ да, (5. 44) 

дт 

张 量 的 散 度 可 以 定义 为 一 上 标 与 代表 协 变 微 分 的 下 标 缩 并 后 所 得 的 结果 。 例 
如 : V ве. 28р * В“. „.16.858" = В. „1838.9 В + у= 28, ‘= Bm , ° 


BBE mg ка ° 

不 过 , 散 度 都 只 是 指 张 量 中 的 最 后 一 个 上 标 与 代表 协 变 微 分 的 下 标 缩 并 的 情 
况 ,如 

(divA)h Ua = Ahem. m 
= V „Абл, (5.45) 

对 于 对 称 张 量 而 言 ,被 缩 并 的 上 标的 位 置 并 不 重要 。 

例 5.2 设 u 为 一 矢量 ,@ 为 标量 , 试 证 

divu = divu + и, VG 


证 div@u = 2. p Vz) = Š Vtu 56 


уре зе" 
=@divu+u • V (5.46) 


5.6 ARHI 
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3， 旋 度 


H 1.11 节 可 知 ,矢量 场 u 的 旋 度 为 


е, е, е; 

9 9 9 ди 

сипи = У X u = әл Әх; In |7 eme 22, 
и иг из 


分 量 为 


du, Iu (5 5 u, )— (58 $ а.) 
202“ дт? дт“ pq! ` Jx? tq * 


Ир Ид, р 
用 张 量 形式 表示 МЯ = Bj HX t С-КЕ и 的 旋 度 为 
curlu =V X u = р X 2 Cug’) 
дх 
=g" x £ иль 一 Bu 
4. 拉 普 拉 斯 算 子 
由 式 (1. 92) 可 知 


SV *Ф =div grad = divÇç@ = 


` 
— 
q 
Ë 
© 
М 


1 
Vg IT 
'(2®) _ '( Ф _ əğfk 
8 Əxi) E дх'!дд? |; 


E Ф 5 ç 是 两 个 标量 , 则 


ey 


V (ФР) = PVF + YVE 
两 端 取 散 度 ,得 


V: CgGY) = ФУ * p + 2 УФ. Vr + WS 2@ 


5.6 内 


38} 


微 分 


则 


(5.47) 


(5.48) 


(5.49) 


(5.50) 


БЕ а —= z НКЕ, ИП ЯК ЖЕШ Ж ибх) 1 BS 63. Н B nr ЮП. 
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du __ ди ах! 


= 2и dE (5.51) 
因 为 
ди k 
дх! “48+ 
所 以 
Чи = Eg, = ae (5. 52) 
由 式 (5. 18) ,可 知 
Eig 
à \9x! т dz 
即 
бий _ da k ах! 
c rl) de (5.53) 
би уа діс Е ВА E S. 
对 于 标量 ,有 
86 _ dø 
2 0 (5.54) 
对 于 二 阶 张 量 Ai.;, 有 
8А!, _ ад! i da” [m], dz 
СЫ = A |, Jas, z N JA „n (5.55) 
对 于 高 阶 张 量 An ，, 有 
An: ‚ 
ei = Алу, 95 (5.56) 
aN, SK BL BJ РА] БЇ ЕС ДЕ ЯП и ЖЕ ЕК ШШ ИЕ ВЕ Ж sk БЇ. 
Ж 2 зк S Pa [ЙТ РУ) ЖЕ ЕРЕ УГ, {| hn 
А) _ 8/8А!\_ fai de dr 
8 s ( Št ) (А. dż ) dt (5. 57) 
内 店 微 分 法 一 般 是 不 交换 的 。 
基本 张 量 gw , g“ НЧА Уча, Вр 
да = èe. = 0 (5.58) 
由 定义 可 知 , 内 豪 导 数 的 运算 遵循 协 变 微 分 法 的 运算 法 则 。 
车 矢量 и 又 和 + 显 式 相 关 , 即 
и = u(x,t) (5.59) 


则 有 
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dr = ди 


引入 符号 
£ 
du _ Юи (5. 60) 


риаш a de 
r 9; + и“, 4; (5.61) 
上 式 显 然 可 以 推广 到 高 阶 张 量 。 例 如 ,对 于 二 阶 张 量 A;(x,t) 而 言 ,有 
DA: ад; , dz 
D£ дї TAa dt 
С дА] | 5А 
= + 5 (5.62) 


从 式 (5.62) 可 以 明显 地 看 出 内 让 导数 与 实质 导数 的 区 别 以 及 它们 之 间 的 联系 。 
因为 基本 张 量 gw g" 与 1 没有 显 式 关 系 , 故 有 


Dga _ Dg” _ 
D р; = 0 (5.63) 


ЖБ mu аач pi Su ЖК НОЙ, 


5.7 相对 张 量 


Ал” __ дх 76 дт" ... дх” дж" .. gx’ kesek 
A (5. 64) 
则 这 个 张 量 称 为 权 为 wo 的 相对 张 量 。 
雅 可 比 行列 式 
дт дх 
J = (52 )= 52 (5.65) 
所 以 , 式 (5.64) 可 写成 
Freer, рса дх" ... дт» да" КА дда дык 
Алл. = Jaa U Әл» ЭУ Ае (5.66) 


指数 w 是 一 个 数 。 权 为 1 的 相对 张 量 称 为 张 量 密度 , 权 为 零 的 张 量 称 为 绝对 张 量 。 


前 面 各 章 中 所 讨论 的 张 量 , 均 属 于 绝对 张 量 。 
у o 的 相对 标量 、 相 对 矢量 ( 逆 变 矢量 和 协 变 矢量 )、 相 对 二 阶 混合 张 量 分 
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别 为 

一 дх | 7° 

Фф = | — | Ф (5.67) 
дж 

дє — |9z | “9А, (5.68) 
ax дх? 

д |а | 22 

А, = (52| SA; (5.69) 

=, дх | Ir Əz! „+ 

А; = Ë эк TA (5.70) 


可 以 看 到 ,把 雅 可 比 行列 式 了 的 (一 o) 次 方 乘 绝对 张 量 , 得 相对 张 量 ; 反 之 ,用 J° 
乘 权 为 w 的 相对 张 量 , 即 得 绝对 张 量 。 


Vg 是 权 为 1 的 相对 张 量 ( 张 量 密度 )。 


Р q 
证 zo Sp 
两 边 取 行列 式 
2 _ аа | [аач дз | 
к = |> = g = Ë £ 
所 以 
Jz = |Z vs (5.71) 


物体 的 体积 元 dV 是 标量 密度 , 即 零 阶 张 量 密度 的 一 个 范例 。 这 是 因为 体积 元 
dV 是 按 下 述 规 律 进行 坐标 变换 的 : 


dV (©) = Er [ауса (5.72) 
X 


这 就 说 明 dV 是 权 为 (一 1) 的 标量 密度 。 
相对 张 量 的 加 法 ,减法 .外 (内 ) 乘 、 缩 并 等 的 运算 与 绝对 张 量 的 运算 相同 。 


习 Й 


k k 
5.1 RE: (1) Гај] Гг, k]; (2) MEME 
ij ji 

l 
5.2 WAE Авы |, |. 
17] 
д 


5.3 АШ <Ë 
or 


= [26,3 52,2). 


y. y 9 И й Ј — „й t 

5.4 WHE КЕСТЕ М g (a: 

5.5 WAH 1523 В, 6, =0 空间 里 的 第 一 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 。 

5.6 HAM 2523 Bf, g; = 0 空间 里 的 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 。 

5.7 试 求 以 下 坐标 系 中 的 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符 号 : (1) 第 卡 儿 直角 坐标 系 ; 
(2) 柱 坐 标 系 ; (3) 球 坐 标 系 。 

5.8 试 求 以 下 坐标 系 中 的 第 一 种 克 里 斯 托 费 尔 符 号 : (1) 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ; 
(2) 柱 坐标 系 ; (3) 球 坐 标 系 。 

5.9 计算 度量 为 det = (dz! )2 +[(z22)2— (z1)2 ](dz2 2 时 的 第 二 种 克 里 斯 托 费 
尔 符号 。 

5.10 计算 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 ,相应 的 度量 为 

(1) ds = (ах)? + (z!) (ал?) + Cr X sin? r? (аж); 

(2) 45 =(dr')'+G(xz! z) ах), Ж G E. z! ЯП >? ВБ, 

= дж? дл" | m | 

jk|9z" ax ax* | paj? 

5.12 试 求 下 列 张 量 相 对 于 z 的 协 变 导 数 : (1) gxA4 (2) А?В,; (3) HA; 

5.13 试 求 下 列 张 量 相 对 于 x° 的 协 变 导 数 : (1) Ak; (2) А*; (3) Al; (4) Aus 
(5) А, „о | 

5.14 试 求 下列 张 量 相对 于 z 的 协 变 导 数 : CDA; (DAP „; (3) Аі, ; 
(4) АЖ. „; (5) AË. mmo 


5.11 wE 


дх? >= 


gA, 
ox q 


5А” 


5.15 ЖА, 是 张 量 , 试 证 A,, = 5 一 | JA ЖЕН. 


5.16 A 是 张 量 , 试 证 А^ = 


АР 是 张 量 。 
qs 
5.17 AEM FA DIESE. (1) ga; (2) g*; (3) ë, 


5.18 WHE 
1 а 人 
А5 = — (A: у ›+А^ | 
Vg 9х jË 
1 9 ,| 
A... = == —(A:, үе) — Ai 
VE 92 8) М 


5.19 ЖЖ А,В, НЕ z" 的 协 变 导 数 。 
5.20 Æ 4 为 一 协 变 矢 量 的 旋 度 , 试 证 
Aja FAri + Au = 0 
5.21 ERAT n) q = g A... 
5.22 利用 关系 式 A’ 一 g*A, ,从 A, 的 协 变 导数 求 4; 的 协 变 导数 。 
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5.23 在 柱 坐 标 系 中 ,试用 道 变 矢量 AP 的 物理 分 量 表示 А? 的 散 度 divA’, 

5.24 在 球 坐 标 系 里 ,试用 А” 的 物理 分 量 表示 ШУА”, 

5.25 在 以 下 坐标 系 里 计算 V O: (1) 柱 坐 标 系 ; (2) RERA. 

5.26 ШЕ divA， == Ун" А, )=divA’, 

5.27 设 下 列 张 量 是 上 的 可 导 函 数 , 试 求 它 们 的 内 豪 导数 : (1) 不 变量 Ф; 
(2) А?; (3) Aha; (4) AP. mao 

5.28 试 求 以 下 各 项 的 内 襄 导 数 : (1) gnA*; (2) HA; (3) gn6iA;。 

5.29 设 下 列 张 量 是 上 的 可 导 函 数 , 试 求 这 些 张 量 场 的 内 京 导数 : (1) As; 
(2) А*; (3) А,В“; (4) @A:; (p 是 不 变量 )。 
8А, 
St ° 

5.31 B AL ЫВ”. ЗЕ о 与 ws 的 相对 张 量 , 试 证 它们 的 内 积 与 外 积 
是 权 为 w 十 os 的 相对 张 量 。 

5.32 ЖА, Мо 的 相对 张 量 , 试 证 z A%% ,是 绝对 张 量 。 

5. 33” 试 证 两 个 权 数 相同 的 张 量 的 和 与 差 ,是 与 原 张 量 同 类 型 . 同 权 数 的 相对 
张 量 。 

5.34 设 4Cpa)B*. =C. p IP BI., ERNA o 的 任意 相对 张 量 ,C. 是 一 已 
知 的 权 为 w* 的 相对 张 量 , 试 证 4(p,9g) 是 权 为 内 一 的 相对 张 量 (这 就 是 相对 张 量 
的 商定 律 ) 。 


5.30 试 证 和 (854 ,4 一 289A， 


第 6 章 
黎 曼 空间 的 曲率 


本 章 首 先 介 绍 歼 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 。 然 后 介绍 曲率 张 量 、 比 安 基 (Bianchi) 恒 
等 式 、. 里 奇 (Ricci) 恒 等 式 和 曲率 不 变量 。 最 后 简单 介绍 爱 因 斯 坦 张 量 . 黎 有 曲率 、 平 
坦 空间 、 常 曲率 空间 , 测 地 线 , 测 地 坐标 和 舌 量 的 平行 性 等 与 相对 论 有 关 的 基础 数学 
知识 。 


6.1 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 


由 微 积分 理论 知 ,在 一 般 情况 下 ,混合 偏 导数 的 次 序 是 可 以 交换 的 , 即 
FF _ FF 
дх?'дх* дх*дх? 
人 们 很 自然 地 会 问 : 张 量 的 二 阶 协 变 偏 导数 的 次 序 是 否 在 一 般 情 况 下 也 可 以 交换 ? 
若 不 能 ,在 什么 条 件 下 才 可 以 交换 ? 下 面 就 研究 绝对 协 变 矢量 А, 的 二 阶 协 变 偏 导数 
的 次 序 交 换 问 题 。 
由 式 (5. 20) ,有 


再 求 一 次 协 变 导 数 , 由 式 (5. 30), 有 


A = 0А) | А "lA 
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_ PA; дА, | ғ | r | дА, | r | 
PESE ax” M dz |; дт* U 
3 [r r s r s 
一 一 一 一 A (6.1) 
А, э | ДИМЕ ИМ 
互 换 指标 ; 与 & 并 将 两 式 相 减 ,得 
А» — Ань 一 Ri A, : (6.2) 
式 中 
ə [r a [r r s r S 
Rj = 一 一 到 一 (6.3) 
| AA zi ИН MIN 


因 А, 是 一 任意 协 变 矢量 ,根据 商定 律 ,可 知 R 是 一 个 四 阶 混合 张 量 , 它 完全 是 由 
基本 张 量 gs 及 其 一 、 二 阶 偏 导数 构成 的 , 称 之 为 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 ,或 称 为 具 
ЯЖ#Ж Ж g dr dz 的 曲率 张 量 。 有 人 将 符号 Ri 称 为 第 二 种 黎 曼 符号 。 这 个 张 
量 与 矢量 A, 的 选取 无 关 。 

由 式 (6. 2) 可 以 看 出 ,所 有 矢量 的 协 变 微分 法 可 交换 的 必要 与 充分 条 件 是 黎 曼 - 
克 里 斯 托 费 尔 张 量 恒 为 零 。 这 就 是 对 本 节 开 始 提 出 的 问题 的 回答 。 

由 式 (6. 3) 的 定义 ,可 知 


К =— Riy (6. 4) 
所 以 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 对 于 指标 ) Б^ 是 反对 称 的 。 还 可 看 出 
Кл + Кы + Ri; = 0 | (6.5) 


对 一 任意 逆 变 矢量 А 连续 求 两 次 协 变 导 数 , 演算 步骤 与 上 述 完全 相同 ,可 以 
得 到 


А» — Aš; =— Ri pA" (6.6) 
= 
6.2 曲率 张 量 
由 
Rija = g Ru, (6.7) 


所 确定 的 四 阶 协 变 张 量 Ri 称 为 协 变 曲率 张 量 。 有 人 将 符号 К, 称 为 第 一 种 黎 曼 符 号 。 
将 式 (6.3) 代 入 式 (6.7), 得 


д r 9 r r |2g, 
Ri; = — r T r _ j 
йж 92) (s: |) Fr (e ||) M 


r да r $ _ r $ 
+ | L tl; | M M | je 


利用 式 (5. 5), 可 得 
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: д. әр. , i .| 
Ra = 50801 alti I EAI, |= | 
再 将 式 (5. 1) 与 式 (5.2) 代 入 并 进行 简化 ,得 


_ 1 P въ ар, др, въ ) [ $ r 一 | M ) 
Ra = 3 (этэ) + элг Jaaa 927927) E” (| ij 15) \ik 


(6.8) 
由 式 (6.8) 易 见 下 列 关 系 ; 
Ri =— Ria 
Rij -| (6. 9) 
Ri = Кы 
于 是 
Ri = Ку = 0 (6.10) 
将 式 (6.5) 乘 以 gi ,并 对 rr 求 和 ,得 恒等式 
R; + Row + Ra = 0 (6.11) 
在 NN 维 空间 里 ,曲率 张 量 不 为 零 的 独立 分 量 的 数目 为 
К = 5м 1) (6.12) 
推算 的 方法 如 下 。 


从 式 (6.10) 看 出 , 当 /==i 或 j= 二 k 时, 分量 为 零 。 于 是 ;不 论 其 正 负 号 ,分 量 可 以 
归 为 三 类 ;Ri ,Ri 和 Rs RIP 1,1,3 Ak EERE. Ru 类 型 的 分 量 个 数 同 1 和 i 


的 组 合 数 相同 , 即 有 元 NCN 一 D) 个 。Rux 类 型 的 分 量 个 数 与 选 定 ! 后 i 和 上 的 组 合 数 
相同 , 即 有 亏 NCN 一 1) CN 一 2) 个 。 Lijk 的 组 合 数 是 (一 喜 NCN 一 1， 
(N 一 2)，(N 一 3)。 除 加 减 号 以 外 , 当 / 同 i,j 或 & 配合 后 ,Ri 就 确定 了 。Rii 类 型 
的 分 量 有 二 NCN DCN 一 2) (CN 一 3) 个 。 式 (6.11) 类 型 的 独立 方程 有 ( ， -AN 


CN 一 DCN2)CN 一 3) 个 。 所 以 Ri 不 为 零 的 独立 分 量 的 数目 为 
к= м DENN DON 2) 十 言 NGN DN— 2)(N— 3) 


„МОМ 1)CN 一 2)(CN 一 3) 


=EN ОМ —1) (6.13) 


当 N=2,3,4 时 ,Ri 不 为 零 的 独立 分 量 数目 K=1,6,20, 例如 N=2 时 ,Ri 不 为 零 
的 独立 分 量 只 有 一 个 , 即 Razo 4 N=3 时 ,独立 的 Ria 是 Кузь ‚К.з, R2323 s Куз» 
Raiz ,R31326 А. 
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6.3 比 安 基 恒 等 式 


选取 以 尸 点 为 极点 的 测 地 坐标 (又 称 短程 坐标 , 见 6.8 Wri HERG. DAT = Е 
协 变 微分 ,注意 到 克 里 斯 托 费 尔 符号 在 极点 Р 为 零 ,得 知 在 极点 有 


, д. д? r 2 fr 
Rus = ga RO = рд | aaa 


дх'дх?” | ik дх'дх* Ü 
轮换 指标 j,k 和 /7 ,得 两 个 类 似 的 方程 。 将 三 式 相 加 ,等 式 右 边 各 项 完全 相 消 , 于 是 有 
Rpa Ra; Ry. = 0 (6.14) 


因为 式 (6. 14) 中 各 项 都 是 张 量 的 分 量 , 所 以 这 个 方程 式 对 所 有 坐标 系 以 及 所 有 点 都 
成 立 , 即 为 全 黎 曼 空间 V, 的 恒等式 , 称 为 比 安 基 (Bianchi) 恒 等 式 。 
对 式 (6. 14) 内 乘 以 gew ,注意 到 gw 的 协 变 微分 为 零 , 得 另 一 形式 的 比 安 基 恒 
等 式 : 
开 H Кы; + Ri = 0 (6.15) 


64 里 奇 张 量 与 曲率 不 变量 


由 6.1 节 与 6.2 节 的 分 析 , 好 像 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 有 三 种 不 同 的 缩 并 途 
径 。 但 是 ， fE Кы ГАЖ, 有 Rp = р" R, = 0, H (6. 4) 8 H 
К”., R. mm 因此 只 考虑 下 列 缩 并 得 


К,=К = g" Ri (6.16) 
式 (6.16) 定 义 的 Ry 称 为 里 奇 (Ricci) 张 量 。 
由 式 (6. 3) 可 知 
R; = Ri; = M д || ИНИМИН 
ди lir oz \ij sj} lir sr] li 
因为 
i) 119g 9 
1) 2 едх? s (lg ve! 
于 是 得 
9? д r r s $ 了 
R; = —I 一 _°_ 
дх'дх” g VS =l, |+ ИН |; | 去 lgVg (6. 17) 


如 果 g 是 负数 , 则 jg Vg 应 换 成 lg V 一 &。 由 上 式 可 看 出 ,Ry 是 对 称 的 。 
里 奇 张 量 还 可 写成 如 下 形式 : 
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| |l) (2 
Jx дх” 5] sr 


ИЕК 


alle vg) = x 


tr 


(6.18) 


式 中 


因为 К, ЖИКЕ, тИ 了 NCN 十 1) 个 独立 分 量 ， 在 四 维 空间 中 , 爱 因 斯 坦 在 广 


жшн ш к, —о 为 自由 空间 的 引力 声 方程 ,利和 
R= gR, (6. 19) 
为 曲率 不 变量 。 
在 所 有 点 都 有 Ку 二 Tg; 的 空间 (其 中 了 是 一 不 变量 ), 称 为 爱 因 斯 坦 空 间 。 内 乘 
以 g”, 得 R= 二 NI。 因 此 ,对 于 爱 因 斯 坦 空间 ,有 


R; = NRes (6. 20) 


式 (6. 20) 表 示爱 因 斯 坦 空 间 的 一 种 特性 ,R 为 空间 的 标量 曲率 。 
由 于 式 (6. 9), 比 安 基 恒等式 式 (6.15) 可 改写 为 
民 — Ran — Rue == 0 
将 上 式 内 乘 以 g*g” ,并 应 用 式 (6. 16) 和 式 (6. 19) ,得 
R ,— g’ Ri, — g" Кыз = = 0 


可 以 写成 
R. = 2g°Ry., (6.21) 


6.5 爱 因 斯 坦 张 量 和 黎 曼 曲 率 


1. 爱 因 斯 坦 张 量 
爱 因 斯 坦 张 量 的 定义 是 
G = &”К„ — + Ra, (6. 22) 
将 它 对 х” 作协 变 微分 ,有 
G, = grR,., 一 Ròt = grR;,., — FR 
由 式 (6. 21) ,可 得 


G = 0 (6.23) 
它 表明 爱 因 斯 坦 张 量 的 散 度 为 零 。 这 个 恒等式 在 广义 相对 论 中 是 很 重要 的 。 当 
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N 二 4 时 ,在 相对 论 理论 中 这 个 方程 表示 关于 动量 与 能 量 不 变 的 定理 。 
2 # 3 dh 3 


设 P Ўл |8] V, 的 一 点 ,从 过 了 点 的 任何 两 个 矢量 A* AB 可 以 建立 不 变量 
RxA"A’B'B*。 下 面 我 们 来 研究 如 果 把 矢量 A 与 B* 换 成 两 线性 组 合 
X’ = АА? +B’, Ү = рА" + тВ" 
Xiop 和 + 均 为 不 变量 时 ,将 会 得 出 什么 结果 ? 利用 式 (6. 9) 直 接 计 算 , 可 得 
R. X'XiY'Yt = Ос — pu)’ R, AY A:B:B* 
表达 式 RI A'A BB 对 于 坐标 变换 是 不 变量 ,在 矢量 的 线性 变换 下 , 它 几 乎 是 一 不 
变量 。 为 了 得 到 在 矢量 的 线性 变换 下 几乎 不 变 的 表达 式 ,计算 
(BuBa — Eug) X'XIY'Y' 
= (АА, +B) QA: + „ВА, + rB,) CoA" + rB) 
— QA, +В) pA’ + +В) QA, + uB.) CoA: + rB:) 
= (елА* А? + es B° + 2АнсозбА В) (едо? A? + egr’ B? + 2отсозбА В) 
—[елАрА* + евитВ* + (Ат + ou) cos@A B ]? 


= (Ат — ро)? leasen — cos? 0) A? B? 
= (Аг — po)? (Eyga — Eug; AKA: B:B: 
其 中 6 是 矢量 A* AB 之 间 的 夹 角 。 因 此 , 当 确 定式 (6. 24) 的 两 个 矢量 换 成 任何 线 
性 组 合 后 ， 
Е К,„А?АВ:В* 
(gigas — във; А" А?В!В* 
是 在 这 一 点 的 不 变量 。 这 个 不 变量 称 为 空间 Vw 中 同 矢量 A* 和 В" AR fk BJ 32 НҢ 
率 。 注 意 :如 果 矢 量 A* 和 和 局 是 正 交 单位 矢量 , 则 K 的 分 母 等 于 1, 
在 二 维 空间 V, 的 任 一 点 上 ,只 存在 两 个 独立 矢量 。 因 此 V, 的 黎 曼 曲率 在 每 一 
点 是 惟一 确定 的 。 选 择 分 量 分 别 为 (1,0) 和 (0， 1) 的 两 个 矢量 就 容易 得 到 黎 曼 曲率 的 
值 , 于 是 有 


(6.24) 


К — К. — К. (6 25) 
Бп 822 — gb g : 


6.6 平坦 空间 


如 果 在 空间 的 每 一 点 上 有 天 一 0, 就 称 这 个 空间 为 平坦 空间 。 从 式 (6. 24) 可 知 ， 
空间 是 平坦 的 必要 与 充分 条 件 是 :对 于 所 有 的 矢量 AP 和 B*, 有 
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Ru A*A B'Bt = 0 
由 式 (6.9), 有 
R, | + Rime + Ria + Rr: = 0 
于 是 
R, + В: = 0 
互补 i 和 j ,得 
R, + Ruy = 0 
把 后 一 方程 乘 2 再 与 前 一 方程 相 加 ,得 
26, 十 2R + Кы + Кы: = 0 
可 以 写成 
ЗК. T Roe + Кы; + Кын = 0 
由 式 (6. 11) 可 得 
Кк == 0 
反之 , 设 К, 一 0, 则 显然 及 一 0。 因 此 空间 Vw 为 平坦 空间 的 必要 与 充分 条 件 是 黎 
曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 恒 等 于 零 。 
由 式 (6.7) 可 知 , 当 Ri 二 0 时 , 必 有 R", = 0, 
由 式 (6.2) 可 知 ,在 平坦 空间 里 , 逆 变 矢量 的 二 阶 协 变 偏 导数 的 次 序 是 可 以 交 
换 的 ,当然 ,也 可 说 明 张 量 的 二 阶 协 变 偏 导数 的 次 序 是 可 以 交换 的 。 
平坦 空间 最 常见 的 例子 是 欧 几 里 得 空间 。 用 直角 坐标 时 ,二 维 欧 几 里 得 的 度量 
Ж d’ 二 dz? 十 dy’ ,而 用 极 坐 标 时 ,其 度量 是 dy = dr: + r° de , 


6.7 常 曲率 空间 


下 面 考查 另 一 种 特殊 空间 一 一 常 曲率 空间 。 在 这 样 的 空间 里 ,每 一 点 的 黎 曼 曲 
率 与 相伴 矢量 AP 和 B: 的 选择 无 关 。 由 式 (6. 24) 可 知 ,其 必要 与 充分 条 件 是 :对 于 
所 有 的 矢量 AP ЯП В“, 

CK Cuga — Eunga) — Ri ]А*А?В'В* = 0 

作 类 似 于 上 节 的 计算 ,可 以 证 明 这 个 条 件 可 化 为 

Кыз = K(guga Във) (6.26) 
这 里 K 是 坐标 二 的 函数 ,或 一 常数 。 对 x' 作协 变 微分 ,并 注意 到 gy 各 量 的 协 变 导 
数 为 零 , 得 

Кыз = K Enga — Бмв; ) 
将 此 式 同 其 由 指标 jokel 轮换 所 得 的 两 式 相 加 ,根据 比 安 基 恒等式 ( 式 6. 15) ,得 
K. gu £a — gn; ) + К.; (ања — guia) + К. (выр — Eygu) = 0 
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内 乘 以 g*”, 并 注意 g” ge 二 部 ,得 
Kga— Куду = 0 
因为 上 式 对 i 由 1 至 NN 的 所 有 值 都 成 立 , 则 
К = K, = 0 

六 对 xz 的 协 变 导 数 为 零 , 即 表示 黎 曼 曲率 对 全 空间 为 常数 ,可 见 式 (6. 26) 为 空间 具 
有 常数 曲率 的 必要 与 充分 条 件 。 以 上 证 明 的 结论 即 为 舒 尔 (Schur) 定 理 : 若 对 于 空间 
所 有 的 点 , 黎 曼 曲率 与 定向 方法 ( 即 与 矢量 Az 和 B*) 的 选择 无 关 , 则 此 曲率 对 全 空间 
为 一 常数 。 

半径 为 a 的 球面 是 常 曲率 空间 。 用 球 坐 标 时 ,其 度量 为 ds: = a? (аб 十 
sin 0407 )„ 27 Кл» = a sin’ 0, № Bs А, (6. 25), 可 匈 球 面 是 具有 常 曲率 1/a 的 
曲面 。 


6.8 测 地 线 与 测 地 坐标 
1. ња 


在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 ,直线 是 两 点 间距 离 最 短 的 路 线 。 下 面 将 这 一 基本 概念 
推广 到 黎 曼 空间 。 在 变 分 法 中 ,用 求 泛 函 极 值 的 方法 , 求 得 测 地 线 的 微分 方程 ,读者 
早已 熟知 。 这 里 我 们 还 是 从 基本 的 原理 推导 测 地 线 的 微分 方程 组 。 

设 Y 是 连接 两 定点 P 与 P, 的 曲线 Sra), t fE Po 与 P, КН г, 
与 ,于 是 Po 5 P, 间 沿 曲线 的 距离 s 由 下 式 确定 ， 


:=] eg; qe dx dz’ q (6.27) 


设 取 沿 连续 变化 的 任意 微小 矢 景 , 则 方程 r =a tòr 确定 一 条 与 了 邻近 的 
На 了。 加 上 在 P. 和 P, 处 or =0 的 条 件 ,这 就 意味 着 曲线 了 总 是 连接 着 P, 和 P. 
两 定点 。 沿 了 从 P, 到 P, 的 距离 由 下 式 给 出 : 


其 中 ,g; (x) 已 是 x' 的 函数 。 
dr’ dz) f, | двух a\ /dr dz /dr А0827) 
D аг а (gs gard) (Fr + Т, (a FD ) 
— „ да" dz’ ах‘ dx) | Iga, ах! dx’ 
50 d 28, dt dt 1 92 дт dt dt 
以 上 展开 式 中 已 略 去 了 高 于 一 阶 的 项 。 于 是 


eg (z) 4с dr dz 
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dri dzi) , 1 др, ¿, dz ах! 
— |! dz dz’ 1 dt dt + 2 дх* Š= d dt 
= eB ij d di 7 dzi йл? 
Sy di а 
因此 从 曲线 XY 变 到 曲线 了 时 ,曲线 长 度 的 变化 85 是 


ах‘ d(8x’) 1 285, , ах! дл? 
Ss = 5—3 [А вага | 237 аг а 
=р—у= 


dz: дл? 
NES de dt 
MERA АКК ; 为 参数 来 简化 方程 , 即 


` dx: d(8z’) 1 98; k d<: ах! 
ös -| E ds ds | 23r" ds ds Jas 


其 中 ,s ЯЙ зз 分 别 是 对 应 于 点 Po 和 点 P, 的 * 值 ,用 分 部 积分 法 得 


dt 


i 95 s | i де. i k 
Ss = E dr sr | f 5 [ d (ғ; dr ) 1 Ex dz dz Jas 


ds 2 дх ds ds 
已 积 出 的 部 分 等 于 零 ,因为 在 P。 和 P, 处 ór ER., ЖА 
d dry фл, да ах дл“ 
gle аг) 8s ds ШЕТ", ds ds 


— p. dš x: + 1 98; dx: dx” 1 дь ах‘ ах? 
S 89 45 2 дх* ds ds 2 Əx ds ds 


因此 


85 = 一 ёх! E йыр ++[,#,]] s= Че Та; 
Ж дл 是 任意 的 ,所 以 曲线 & 为 测 地 线 的 必要 与 充分 条 件 是 


21 і k 
аа е 
З ЖД g* „ЈЕ 


ds ds 


è (d£) dr’ M: ах“ 


85 = аг ib 


(6. 28) 


(6.29) 


方程 式 (6. 28) sk з\, (66. 29) 是 测 地 线 的 微分 方程 组 。 根 据 微 分 方程 理论 知 ,如 果 
在 任 一 点 给 定 zx 和 dx: /ds 的 初 值 ,方程 就 有 惟一 解 x' 一 xi(s)。 其 几何 意义 是 , 按 给 
定 方 向 通过 空间 任 - -点 ,有 惟一 的 测 地 线 。 上 面 我 们 曾经 用 通过 两 点 的 曲线 定义 测 
地 线 ,这样 的 测 地 线 可 能 不 是 惟一 的 ,除非 这 两 点 彼此 非常 非常 接近 。 例 如 通过 球面 
上 的 某 一 点 按 给 定 的 方向 , 则 有 惟一 的 测 地 线 , 而 通过 球面 上 同一 直径 两 端点 , 则 有 


无 数 根 测 地 线 , 因 为 通过 这 两 点 的 所 有 大 圆 都 是 测 地 线 。 


对 于 欧 几 里 得 空间 ,采用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 , 克 里 斯 托 费 尔 符 号 都 为 零 ,因此 测 地 
线 的 方程 是 x'/ds 一 0, 其 解 是 x‘ 二 A's 十 B', 这 里 А УВ 都 是 常 矢量 ,也 就 是 说 ， 
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测 地 线 是 直线 。 
2. 零 测 地 线 


在 三 维 欧 几 里 得 空间 的 直角 坐标 系 里 ,两 点 间 的 距离 为 
452 = (42!) + (4х2) + (ах)? 
ОО] ‚45° 220,1 Ж т [н] ЖК у S. RK IS =E [Н]. ШЖ ds? 可 正 .可 负 、 可 为 零 , 则 称 为 伪 欧 
氏 空 间 。 伪 欧 氏 空间 与 通常 的 观念 不 同 , 即 两 点 的 距离 ,矢量 的 长 度 可 以 是 实 的 ,也 
可 以 是 虚 的 。 为 此 ,引入 因子 е: 
ds = eg; dz: dz 

e 取 十 1 或 一 1, 以 保证 在 N 维 空间 里 ,ds: 为 正 数 ,ds 为 实数 。 

如 果 曲 线 z(t) 以 1 为 参数 , 则 两 点 z (t) l x'(to) 的 曲线 长 度 为 


s = Г мев ух‘ ах? = Г Jegy аг аг dt 


特别 地 ,如 果 曲 线 x'(s) 以 ;为 参数 , 则 从 某 点 算 起 的 曲线 长 度 s 为 


р ах‘ алх! 
s= ‚ eg ij Чу чч; ® 


很 明显 , 根 号 内 的 值 必 为 1 ,除非 是 零 曲 线 。 因 此 


dz‘ dz _ 
ду %© dE эе (6.30) 
微分 得 
d dz’ ах! Š dx: ах! dx: 8 /dx’ 
(e ds d) AG ds d) 2в, ds 5| ds) 
因此 由 式 (6. 29› пп, EMER Е RERE (к, © =) уле, 所 以 沿 测 


地 线 , 指 示 数 e 不 会 突然 改变 ,否则 其 导数 不 为 零 。 因 此 车 在 测 地 线 上 任 一 点 切 矢量 
不 是 零 矢 量 , 则 它 在 任何 其 他 点 也 不 可 能 是 零 矢 量 。 另 一 方面 ,如 果 起 始 方向 的 切 矢 
量 是 零 矢量 , 则 曲线 是 零 曲 线 , 当然 也 就 不 能 用 弧 距 离 作为 参数 。 这 时 令 零 曲线 
7X' 二 xi(t) 作 为 方程 


d xz (1dzdzrt _ 
z |) %—о (6.31) 


的 解 ,这 个 解 就 是 零 测 地 线 。 注 意 , 不 是 所 有 的 零 曲 线 都 是 零 测 地 线 。 
3. 测 地 坐标 


是 否 有 这 样 的 坐标 系 存在 ,在 这 个 坐标 系 里 的 某 一 特殊 点 上 ,所 有 的 克 里 斯 托 费 
尔 符号 均 为 零 ? 回答 是 肯定 的 。 下 面 将 证 明 有 这 样 的 坐标 系 存在 ,这 个 坐标 系 就 是 
所 谓 的 测 地 坐标 系 , 极 点 是 一 特殊 点 ,在 测 地 坐标 系 的 极点 ,所 有 的 克 里 斯 托 费 尔 符 
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号 均 为 零 。 
考虑 一 般 的 坐标 系 zx' ,它们 在 某 一 特定 点 Р, 的 值 是 r. ,并 用 方程 


і 


х= x — tio +4 | Cr” — тї„)(х"—хї„) (6.32) 
(о) 


тп 
引入 新 坐标 系 xz*。 式 中 (Co) 表示 点 了 在 o 点 的 取 值 ,o 用 小 圆 括号 括 起 来 的 意思 表示 
没有 张 量 的 意义 , 求 和 约定 对 它 不 适用 。 对 z 微分 ,得 


дл! 
Ix 


= ð + | | (х"— т) (6.33) 
AJNI o 
н» (IE) = ART EAR (35) | 关 0, 这 表明 在 Р, юш ах 


(6. 32) 是 容许 的 。 将 式 (6. 3D ARLI /Әт* ,得 


| Jx i да? 
& = = | Gn — xz) S= 
дх INIo дх 
HEX x* 微分 ,有 
o= д? x: 1 дх" Ixi i (27 — r" ) а? x: 
IIT jn IF IE lo Ее 
于 是 ,在 Р, 点 有 


(ж) = (ааа) = (6), 80|), 
将 它们 代 和 人 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符 号 变换 关系 式 : 
(7 |= l: jaz: Әх? Jx | Әх? Pr 


im ij | Әх Jx! Әх" дх! дх' да" 
得 
P 5 
М = |) 08s — а] |” | 
ть 1] 10 Im ) со 
Вр 
„= 
Im | co 


因此 ,总 可 以 选择 称 作 测 地 坐标 系 的 特殊 坐标 系 ,使 得 克 里 斯 托 费 尔 符号 在 称 作 极点 
的 任何 指定 点 等 于 零 。 变 换 式 (6. 32) 不 是 获得 测 地 坐标 的 惟一 方法 ,我 们 已 证 明了 
这 样 的 坐标 系 的 存在 , 且 在 这 个 坐标 系 里 Tio 一 0, 这 个 点 称 为 极点 ,又 是 坐标 原点 。 
测 地 坐标 系 是 一 个 十 分 重要 的 特殊 坐标 系 ,其 原因 是 :在 测 地 坐标 系 的 原点 ,所 
有 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 为 零 , 所 以 在 这 一 点 的 协 变 导数 化 为 相应 的 偏 导数 。 
在 第 3 章 里 已 指出 ,如 果 在 某 一 坐标 系 里 张 量 为 零 , 则 它 在 每 个 坐标 系 里 都 是 
零 。 如 果 先 在 测 地 坐标 系 的 极点 得 以 证 明 , 则 运算 往往 简单 得 多 。 
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6.9 矢量 的 平行 性 


在 欧 几 里 得 空间 里 ,对 于 笛 卡 儿 直 角 坐 标 来 说 ,如 果 矢 量 A, 的 分 量 保持 常数 , 则 
可 在 整个 空间 里 平行 地 移 栽 而 得 到 A 的 平行 矢量 场 , 且 可 以 用 5 全 一 0 24 0 解 
析 地 表示 。 因 为 在 欧 几 里 得 空间 里 ,对 于 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 来 说 ,所 有 的 克 里 斯 托 费 
尔 符号 为 零 , 可 以 把 这 两 组 方程 等 价 地 分 别 写成 张 量 形式 哈 一 0 或 А, 一 0。 这 样 ， 


为 把 平行 性 概念 推广 到 黎 曼 空间 提供 了 两 种 途径 。 但 是 偏 微分 方程 组 A,=0 一 般 
是 不 相 容 的 ,所 以 按 第 二 种 途径 推广 是 不 可 能 的 。 
内 豪 导 数 只 能 沿 曲 线 来 定义 ,所 以 按 第 一 种 办 法 推广 平行 性 概念 时 ,只 能 沿 一 曲 
线 定义 平行 性 。 即 如 果 矢 量 А, 是 微分 方程 组 
3A _ ЧА, _ | l | Кта 
òt d: ik dt 
的 一 组 解 , 则 A; 沿 曲线 СТК В. 
这 些 方程 形成 N 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 ,因此 如 果 在 曲线 的 任 一 点 给 定 矢 量 
A,, 则 便 在 曲线 的 所 有 其 他 各 点 惟一 地 确定 了 这 个 矢量 。 也 可 以 说 ,通过 沿 曲 线 的 
平行 传播 ,从 一 已 知 矢量 可 获得 一 平行 矢量 场 。 


一 .0 (6.34) 


因为 
34 _ 86, — „е А; 
a 06 А00 8 òt 
Br bÀ , BJ LAPE T И Ж BJ 3 47 ТЕ ЖЕЕ REEE 
8A: _ dA: ¿la dr _ 
x “ш + | 14 4; = 0. | (6. 35) 


由 式 (6. 29) 可 知 * 单 位 切 矢量 形成 沿 测 地 线 的 平行 矢量 场 。 

平行 矢量 场所 有 矢量 的 长 度 保持 不 变 。 证 明 如 下 。 

矢量 A KERAY e og AA: 给 定 。 微 分 后 有 

dA КА; О, 

2А 二 = (eg AA!) = Ë (¿ao g AA) 
= Zew gs ЗА 


如 果 A 形成 一 平行 矢量 场 , 则 此 方程 便 化 为 
АЧА _ 0 
ағ 


可 见 矢量 场 各 矢量 长 度 不 变 。 


习题 


RREA 与 B' 之 间 的 夹 角 9 H ABcos0= g; A 'B: 给 定 。 微 分 后 得 
АВ © (сов) + (B +A dB соз = z, (8, +A E ) 
34 Ai 与 B; 都 形成 平行 矢量 场 时 ,只 要 矢量 A 与 B: 都 不 是 零 矢 量 , 这 个 方程 化 为 


deos 一 0。 就 是 说 , 当 两 非 零 矢 量 沿 同一 曲线 平行 移 栽 时 ,它们 之 间 的 夹 角 保 持 


不 变 。 

把 矢量 从 已 点 通过 平行 移 栽 到 Q 点 所 得 到 的 矢量 ,依赖 于 连接 P 与 Q 的 曲线 。 
因此 绕 一 闭 曲 线 的 平行 移 栽 ,不 一 定 能 重 返 到 原来 的 矢量 。 如 图 6.1 所 示 ,在 平面 内 
沿 圆周 移 栽 的 两 平行 矢量 场 , 当 平面 卷 成 曲面 时 ,4: 与 Bi 从 P J Q 平行 移 栽 后 ,都 
不 能 重 返 到 原来 的 矢量 。 


平面 曲面 


P,Q 


6.1 ЩЕК, Riu БК =0, 

6.2 WWE Ri, =0. 

6.3 ЖУ, КК =U? g 00193), р U 为 坐标 的 函数 , 若 hi 
jok 不 互 等 ,试验 证 ， 


[4,3] = 0, 
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6.4 用 6.3 题 证 明 | 
Ra =— Dr ama 
及 . 
кы (И) (г +) 


6.5 Ж6.3 Wt PAKU ОД 
U= 1+ кГс) + (222 十 … + (zN)2J 


式 中 ,K 为 常数 , 试 证 它 满足 常 曲 率 空间 条 件 : 
Кыз = K(guga — BMES) 
6.6 若 6.3 题 中 函数 U H 
U? =— K(zx:)° 
其 中 ,K 为 一 负 常 数 , 试 证 它 也 满足 常 曲率 空间 条 件 。 
6.7 У, ЕЛЖ Е аз = аи? +Gdy ,其 中 G 是 u уо 的 函数 , 试 证 


Riaz --626, 

6.8 对 正 交 参数 曲线 系 (g1s 一 0) 的 空间 У, , 试 证 
Е, = 0 

Кё» = Кови = Кл 

R = g°R ; = Run 

B11822 

于 是 得 
R; = 3Re, 


所 以 每 一 V: 都 是 爱 因 斯 坦 空 间 。 
6.9 对 于 空间 V, ‚ ЖИЕ gR; = — gyR i212 ,gR= ~— 2R ,因此 证 明 每 个 У, 都 是 


爱 因 斯 坦 空间 。 
6.10 对 坐标 曲面 的 三 重 正 交 系 的 空间 V, , 试 证 :车 及 ,i,j 不 相等 , 则 
R; = -1 n, 
Ehh 
Ru = Rua + 


Кыр — gmR sz > BiR m + FRengs = 0 


习题 


6.11 设 三 维 平坦 空间 的 度量 是 ОЭ (dz! Y + (dz2 2], Жүн О)” = (а) + 
Сх) ИЕ РО) =c (rt Жн с S k 是 常数 。 
6.12 试 证 爱 因 斯 坦 空 间 V, 有 常数 曲率 。 
6.13 试 证 常 曲率 空间 是 爱 因 斯 坦 空 间 。 
6.14 试 证 在 欧 几 里 得 空间 У, 里 , 超 球面 - 
т! = сѕіпбѕіпфѕіпф, x° = сѕіпбѕіпфсоѕф 
x? == csin0cose, х“ = ccos0 


是 具有 常 曲率 1/c 的 空间 V. 
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第 7 章 
张 量 分 析 在 变形 体力 学 中 的 应 用 


变形 体力 学 是 应 用 张 量 的 最 重要 领域 。 本 章 对 张 量 在 变形 体力 学 中 的 应 用 进行 
了 介绍 。 首 先 对 物质 坐标 和 空间 坐标 的 概念 进行 了 阐述 ,对 于 应 力 张 量 . 应 变 张 量 这 
两 种 应 用 最 广泛 的 张 量 进行 了 推导 和 分 析 , 通 过 介绍 位 移 梯 度 张 量 及 其 极 分 解 、 变 形 
还 度 张 量 、 介 质 中 曲面 的 移动 和 传播 等 内 容 , 使 读者 能 够 深刻 领会 变形 体力 学 的 分 析 
方法 。 最 后 一 节 中 分 析 和 讨论 了 无 粘性 流体 、 牛 顿 粘性 流体 和 理想 弹性 固体 这 三 种 
物质 用 张 量 表示 的 本 构 方 程 。 


7.1 物质 坐标 和 空间 坐标 


每 个 连续 介质 质点 ,可 用 一 组 数 (a) ,az ,a;) 标 识 , 此 (al ,as ,a;) 称 为 物质 坐标 ,不 
аюны КЫ. 物质 坐标 最 简单 的 取 法 就 是 取 (ai ,as ,as ) 为 该 连续 
介质 质点 在 初始 时 刻 的 空间 位 置 。 物 质 坐 标 也 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 变 量 。 把 连 
续 介 质 的 各 物理 量 ,看 成 是 物质 坐标 和 时 间 上 的 函数 ,并 研究 这 些 函 数 的 变化 规律 ， 
这 样 的 描述 和 研究 方法 称 为 拉 格 朗 日 方法 。 

同一 个 质点 (al ,as ,a;), 在 不 同时 刻 将 处 于 不 同 的 空间 位 置 (xi ,x; ,xs)。 空 间 
坐标 (zi or ,x;) 也 称 为 欧 拉 (Euler) 变 量 。 把 连续 介质 的 各 物理 量 , 看 成 是 空间 坐标 
CTi s Te sx Жар 上 的 函数 ,并 研究 这 些 函 数 的 变化 规律 ,这 样 的 描述 和 研究 方法 称 
为 欧 拉 方 法 。 

以 下 简 记 а= (а ,аз saz), x= (zi ,Xi ,7X3), 物 质 坐 标 a 和 空间 坐标 x 之 间 有 确定 


7.2 应 力 张 量 
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的 联系 : 
а = а(х,1) Ва, 一 azyzryzt)，1 一 1,2,3 (7.1) 
x= х(а,1) В r; = л,(ау,аг,аз,}), ї= 1,2,3 (7.2) 
4 一 a(x,t) 表 示 tt 时刻 处 于 空间 位 置 x 上 的 是 哪 一 个 连续 介质 质点 ,x 二 x(a,i) 表 示 
质点 a 在 上 时 刻 所 处 的 空间 位 置 。 
对 每 个 时 刻 t 而 言 ,x 和 ae 之 间 是 一 一 对 应 的 ,aCx, 纪 和 x(Ca'b 都 是 单 值 连 续 函 
数 , 两 者 互 为 反 国 数 。 


7.2 应 力 张 量 


施加 于 固体 的 力 引起 变形 ,施加 于 液体 的 力 引 起 流动 。 当 一 固体 在 一 个 力 系 作 
用 下 而 保持 平衡 时 ,该 物体 的 外 形 就 要 趋 于 畸变 ,以 及 产生 了 形变 。 固 体 的 这 种 状态 
称 为 应 变 。 物 体 在 应 变 状态 下 具有 内 力 , 内 力 在 物体 的 每 一 点 产生 应 力 。 某 点 上 的 
应 力 是 用 单位 面积 所 受 的 力 来 量度 的 , 它 不 仅 依赖 于 受 力 的 大 小 ,还 与 所 取 的 面相 对 
于 力 的 方向 有 关 。 假 设 有 一 根 均匀 的 圆 棒 , 它 的 截面 积 为 A’, 并 受到 力 下 的 拉 伸 作 
用 ,如 图 7.1 所 示 。 在 圆 棒 上 作 一 个 单位 法 线 与 棒 轴 成 角 的 截面 ,该 截面 面积 为 
А = A’ secg, 则 该 截面 上 的 应 力 就 是 


(7.3) 


由 式 (7.3) 可 以 清楚 地 看 出 ,应 力 不 只 依赖 于 力 , 还 与 截面 法 线 的 方向 有 关 。 

式 (7.3) 给 出 的 应 力 可 以 分 解 为 两 个 分 量 : 一 个 是 沿 截面 法 线 方向 的 分 量 о, 
为 正 应 力 ; 另 一 个 是 治 截 面 切线 方向 的 分 量 r, 称 为 剪 应 力 。 

现在 考察 在 一 个 产生 应 变 的 固体 内 , 某 点 卫 处 的 请 力 。 为 此 ,建立 一 个 坐标 系 ， 
并 考虑 这 个 物体 内 任意 一 个 以 点 已 为 一 顶点 的 体积 元 (一 个 小 的 直角 六 面体 ), 如 
图 7.2 所 示 。 

显然 ,在 体积 元 的 每 一 面 上 都 有 应 力 。 因 为 物体 处 于 平衡 ,所 以 体积 元 中 相对 面 
上 的 应 力 大 小 相等 ,方向 相反 。 在 每 一 点 上 的 应 力 就 可 以 用 9 个 量 表示 , 即 
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Хз 
ka 
О х2 
х 
图 7.2 
С} 012 ©з 
(05) = О O22 @?з 
O31 032 033 


其 中 о, (i 一 1,2,3) 表 示 正 应 力 ,0y (196730,7 =1,2,3) ЛУ, ERRERA Лу 

力 分 量 之 间 并 不 是 完全 独立 的 。 事 实 上 ,由 于 体积 元 对 于 转动 也 是 平衡 的 ,因而 对 任 

一 轴 的 力矩 即 转 矩 必须 为 零 。 可 以 得 到 cs = aol біз 一 0，02 S d3: > В Oj T Oj 

(i j=1,2,3). A AWER mw 各 量 是 一 个 二 阶 张 量 的 分 量 ,这 个 张 量 称 为 应 力 张 量 。 
例 7.1 设 一 个 应 力 张 量 的 分 量 为 


0 1 1 
Coy ) 一 1 2 1 
1 1 O 


如 果 通 过 变换 x =а;х; 改变 坐标 系 ,这 里 


$ о -$ 

оа 8 

6 ÆG уб 

” 6 3 6 

由 变换 规律 о; ==а„а jos ,可 以 求 得 新 坐标 系 中 应 力 张 量 的 分 量 为 

—1 0 0 

(o; ) = 0 0 O 

0 0 3 

于 是 在 坐标 系 хг 中 ,所 有 的 切 应 力 都 为 零 ,应 力 只 包含 正 应 力 ,对 于 坐标 轴 
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Zz? H o 二 0(i 关 站 ,这 样 的 一 组 坐标 轴 被 称 为 应 力 张 量 的 主轴 。 

主轴 是 一 组 特殊 的 坐标 轴 。 对 于 主轴 ,应 力 张 量 是 对 角 抢 阵 ,相应 的 应 力 分 量 称 
为 主 应 力 。 由 主轴 所 决定 的 坐标 平面 称 为 主 平面 。 从 物理 上 讲 , 每 一 个 主 应 力 就 是 
作用 在 一 个 主 平面 上 的 正 应 力 。 在 主 平 面 上 ,应 力 向 量 垂直 于 平面 ,没有 剪 切 分 量 。 

对 于 应 力 张 量 (0; ) ,总 存在 三 个 相互 垂直 的 主轴 方向 mm ,ns ,ns ,由 本 征 方程 

[(в„)—АГ]+п=0 (7.4) 

解 得 的 本 征 值 A. ,4; ,4;, 即 为 主 应 力 。 

对 于 应 力 张 量 , 存 在 三 个 标量 不 变量 : 


1, 一 tr(o; ) = g; 
L, = 10060,22" — 41(05))]= > бо» 一 oocy ) (7.5) 


1, = detlo; ) 
它们 分 别称 为 第 一 .第 二 ,第 三 应 力 不 变 量 。 这 些 量 在 坐标 变换 下 保持 不 变 。 


7.3 应 变 张 量 


考察 连续 介质 物体 在 两 个 时 刻 的 位 形 , 称 一 个 是 初时 刻 , 另 一 个 是 终 时 刻 。 物 质 
坐标 a 同时 也 就 是 该 质点 在 初时 刻 的 空间 坐标 。 质 点 a 在 终 时 刻 的 空间 坐标 为 x， 
这 时 

а = а(х), x= x(a) 


х 和 a 都 取 直 角 坐 标的 分 量 ,位 移 为 


u—x—a 
在 拉 格 朗 日 变量 下 ， 
u,(a) = x;(a) — a, (7.6) 
在 欧 拉 变 量 下 ， 
u;(x) = ха, (х), i= 1,2,3 (7.7) 


刚体 运动 (平移 和 旋转 ) 不 产生 变形 。 变 形 有 伸缩 . 剪 切 .弯曲 .扭转 等 各 种 形态 ， 
其 共同 的 、 基 本 的 标志 就 是 物体 中 质点 间 的 距离 发 生 了 变化 ,因此 可 用 距离 的 变化 来 
在 初时 刻 考 虑 两 相 邻 的 质点 P(a) 和 P'(a 十 da) ,其间 的 距离 为 dso , 


(dso)? = (аа, )? + (да, )? + (ааз)? 一 6; да, а; (7. 8) 
在 终 时 刻 , 此 两 质点 变 到 新 位 置 Q(x) 和 Q(x 十 dx) ,其 间 的 距离 为 ds。 
(ds)? = (алу)? + (ах,)* + (dz;)2 = dzidzi (7.9) 


由 于 
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х. = r,(a,,a,,a,), а; ==а(хү,х ,Xs) 
假定 这 些 函 数 连 续 可 微 ， 
4х, = = 5л 4а, da, = 2841, (7.10) 
дх; 
将 式 (7. 10) 代 入 式 (7. DHRC. 9) ,得 
(а5,)? = 6; daida; = ë; да: да, ах, іх, 
дх, дх,, 
(ds)? = 0,4х;іх; = ë; дт; Ja Ча‹Ча» 
两 式 相 减 ,分 别 以 a 或 x 为 自 变量 ,而 有 
9 9 
(ds)? — (ds)? = (d-s H Й ôs )da, da, 
да 
(ds)? — (dso)? = (òs — à, Š 2: E 528) 4б, 
记 
— 1(5 Za длр y 
E; = 2 (das Ja Ja òs ) (7.11) 
_ 1 _ да„ дав 
e = > (ò бә 52 52 s) (7.12) 
则 


(ds)? — (dsa)? = 2E; da,da; = 2e; dxidz, 
由 于 (ds)* — (dso)? 为 标量 ,daida 和 dr,dx; 是 二 阶 张 量 ,由 张 量 识别 定理 , 知 ,EE= 
(Es) 和 g 一 {ej} 是 二 阶 张 量 。 由 式 (7.11) 和 式 (7.12) 又 知 
E, = Ei, є = є, 
BI E Же 是 二 阶 对 称 张 量 。 称 E Me 是 应 变 张 量 。 


对 于 刚体 运动 , 恒 有 ds 二 ds, 从 而 所 有 的 E; 和 ej 都 是 零 , 即 此 时 EE 和 g EF 
张 量 。 


下 面 通过 位 移 来 表示 Е Me. WA 


и=х— 4, u, = х, — а, 

IXa _ ди, да, ди, 

да; да, Tó, 3zi ` бы дх; 
得 


即 
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1 Гаи; , ди; | ди, S] 
— 7.13) 
Е, [52 + да, + да; да; C 


1 rou; ди; ди, >] 
— 7.14 
e = [бл Каш дш? "о 


和 应 力 张 量 一 样 , 对 于 应 变 张 量 (ey ) ,也 存在 3 个 相互 垂直 的 主轴 方向 ni no 


nas。 由 本 征 方 程 
(Cey) —ADD :п = 0 (7.15) 


解 得 的 本 征 值 A ,hs ,As 为 主 应 变 。 
应 变 张 量 也 存在 三 个 标量 不 变量 : 


L, = trlej) = es 
L = Трае) tr(es))]= Lees ее) (7.16) 


I, = деї(є; ) 
它们 分 别称 为 第 一 、 第 二 第 三 应 变 不 变量 ,这 些 量 在 坐标 变换 下 同样 保持 不 变 。 


7.4 ”位 移 梯 度 张 量 及 其 极 分 解 


1. 位 移 梯 度 张 量 
x 二 x(a,1) 给 出 1 时 刻 连续 介质 体 的 位 移 。 
dr = Zda; GAR 


да, 
Ж Р, ERAB RE, FE 
dx = F + da 
由 于 dx 和 da 是 矢量 , 故 F=={F;}) 是 二 阶 张 量 , 称 下 为 位 移 梯 度 张 量 。 
因 位 移 
u—x—a 
дх, _ ды, 
j T Ja; 一 Ja, |O 


(ds)? = dx,dx; = (Fimdan) (Fin da,) = Cmn danda, 


其 中 
= — 920: 92: _ рт 
Cm = Е.Е. = у= = ЭН = ЕЕ, 
С = {Cm} = Е.Е (7.17) 


称 为 右 柯 西 -格林 变形 张 量 。 
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В= Е. ЕТ (7.18) 
称 为 左 柯 西 -格林 变形 张 量 。 其 中 
— Ian дх, 
Bnn = Е.Е, а, да, 


H C,, 的 定义 , 知 C 为 二 阶 对 称 张 量 。 由 于 
Cds)? — (dso)? = (C; — ôs )da,da; = 2E; daida; 
知 变形 张 量 五 与 C 的 联系 是 
C; — = 2E,, M С=2Е+1 (7.19) 
对 于 刚体 运动 ,E 一 0,C 一 1( 单 位 张 量 )。 


2. 用 Co 表征 变形 


任 取 da= (da, ,day , das ) ， (ds)? = dam да,» М№= (№, №,,№,), Nnm 一 本 二 为 da 的 
0 


方向 余弦 。da 变形 后 为 dx, 其 长 度 为 ds. 
ds da,, da, 
(ds) "л dso dso 


故 da 方向 上 单位 长 度 的 伸缩 为 
a = S = CCI Na Np)? 


dso 
同 理 ,da 方向 上 的 相对 伸缩 为 


, ds’ 
à ds 


А = = C,,N,.N, 


= (Cra NAN’)? 


| 


ке. = Cm 二 1,2,3) 是 da 的 方向 余弦 。 记 da 和 да” RHH 0o, EEA dx 


a + йа = da;da’ = ds, ds! cos, 


即 

N.N; = cosh 

dx • ах’ 一 dzridzr' = dsds соз@ 
左边 以 

ах, = s= dam, dx’ = sqa, 
代入 ,得 


C,, da, da, = dsds'cos0 
以 ds, ds, 除 两 边 ,得 
C,,N,N, = X) cosg 


7.4 位 移 梯度 张 量 及 其 极 分 解 


即 
С,„„ N n N’, 


cosh = -一 一 一 一 


АА 
3. 位 移 梯 度 张 量 的 极 分 解 


把 位 移 梯度 张 量 下 作 极 分 解 : 
F=R+-U (实际 变形 时 detF — 0) 
R 为 正 交 张 量 ,代表 刚体 转动 ;0 为 正定 对 称 张 量 ,代表 纯 变 形 。F= 二 RU 可 看 成 是 
先 变 形 后 转动 的 合成 。 
dx = F + da = R » (U » da) . 

即 da 经 过 变形 得 到 dx 一 U，da, 青 经 过 旋转 ,得 到 dy= R + ах. ОФВ. ВТО 
轴 方 向 外 ,dx 与 da 的 方向 并 不 一 致 ,这 是 因为 剪 切 变形 会 引起 方向 的 改变 。) 

极 分 解 F 二 V，R 则 可 看 成 是 先 转动 ,后 变形 。 两 种 极 分 解 中 的 纯 变 形 张 量 U 
# V 可 不 同 , 而 转动 部 分 则 相同 (都 是 同一 个 张 量 )。 


4, 小 变形 时 口 ,V,R 的 表达 式 


ди. 
当 | 5 n, 
da; 
= 1 (9& ү дщ 
E; = 2 (22 TA 
为 小 变形 张 量 。 
— Hp -5 ) 
90 2 \да; да, 


dz, = Zda, = (8, +50) da; = (8 + E, + oy) da, 
略 去 二 阶 小 量 后 ,有 

dz, = Fyda = RaUy da; = (à, + wa) (ду + Ey )da; 

ах, = F; da; = V R; da; = (0, + Е) (6 + о ) da, 
由 此 可 知 , 小 变形 时 有 


Ri = Ox + wa 
U, = Va = òa + Ea 
即 小 变形 时 ， 
К 一 十 中 
О =У = [+ Е 
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7.5 变形 速度 张 量 


1. 变形 速度 张 量 及 其 分 量 的 几何 意义 


变形 位 移 张 量 为 
_ ]/3jw , ди; ди, Ju, 
Єў 2 (起 Әх; Ər; =) (7.20) 
设 o 为 速度 场 ,w= vat 是 A: 时 间 内 产生 的 位 移 。 把 wu 二 vA 代入 式 (7. 20) 中 ,得 
2 _ 1 уди; du; ди, до, 2 
Єў = e; At 7 Кш Эт, 95,020 ) 
Bp 
e = (2 oca 
S At—>0 时 , 即 得 
= (56 +50) (7.21) 
称 记 一 {6 ，) 为 变形 速度 张 量 , 它 是 二 阶 对 称 张 量 ,是 速度 梯度 张 量 | 77 |] ар 


分 。 和 变形 张 量 不 同 , 在 上 面 的 变形 速度 张 量 的 表达 式 中 ,不 需 假 定 了 是 小 量 ， 
变形 速度 张 量 各 分 量 的 几何 意义 可 由 


的 意义 相应 地 得 到 。 即 


— 90 
єп 一 r 
表示 平行 于 z, 轴 的 线 元 在 单位 时 间 内 的 相对 收缩 。 
2 = дш, до 
Er 一 дт; Эх 
表示 л. 轴 和 z; 轴 间 的 夹 角 在 单位 时 间 内 的 角度 变化 (也 称 此 为 剪 切 速度 ) , 
类 似 地 可 解释 其 他 分 量 的 意义 。 


2. 微 团 速度 分 解 
о = обл, ,X31t) 是 1 时 刻 的 速度 场 。 考虑 同一 时 刻 ( 即 固定 4, 而 有 dt 二 0) 有 


дъ; 
do, = Эх; = e; dz; 十 oz йл; 


7.6 介质 中 曲面 的 移动 和 传播 


其 中 
= „(= _5\ 
© D9r Әх 
是 二 阶 反 对 称 张 量 。 
记 

5 = 1 =t ge, a 

= Feurlv, он = 5 Є ir Эт, 
即 

w = ass , wz = wis , оз 一 az 
. wij = C pwr» © dx, = (о x dx), 
从 而 


ао, = ë; dx; + (ө х dx), 
dv = Ё. dr + @ X dx 
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此 式 称 为 微 团 速度 分 解 。 右 边 第 一 项 让，dx 是 变形 引起 的 速度 变化 ,第 二 项 e > dx 


是 微 团 作 刚体 旋转 引起 的 速度 变化 ,而 旋转 的 角速度 就 是 


o = А сато 
2 


7.6 介质 中 曲面 的 移动 和 传播 


1. 曲面 的 移动 速度 和 传播 速度 
设 运动 曲面 的 方程 为 
F(X х5 23 st) = 0 
则 
dF = Eart ах, = dt + gradF .dx=0 


W dr 为 dx 在 曲面 法 线 方向 ( 即 gradF 的 方向 ) 上 的 投影 , 则 上 式 给 出 


"ка + gradF | dr = 0 


IF 
dr at 
N Or | grad | 


ЖОМ H F=0 曲面 的 移动 速度 。 


о 为 介质 速度 ,n 为 曲面 ==0 的 单位 法 向 量 ,v, о еп 为 速度 在 曲面 法 向 的 分 
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量 , 则 有 
DF 
1 aF аЕ Dt 
06 = N u, = та tv 52) = | gradF | 


称 0 УШШ F—0 的 传播 速度 。 
如 果 曲 面 Е=0 在 空间 中 国定 不 动 ( 即 F hA O M| N=0, 从 而 6== 一 v,。 
如 果 曲 面 Е=0 始终 由 同样 一 些 介质 质点 组 成 ( 称 这 样 的 曲面 为 物质 面 ), 则 随 


体 微 商 让 和 传播 速度 0 都 等 于 零 ,此 曲面 在 介质 中 不 传播 


2. 可 变 区 域 上 物理 量 随 时 间 的 变换 率 
设 v(O) 是 可 随时 间 变 化 的 空间 区 域 ,其 周 界 面 为 S01) ,物理 量 A EKR VER 
总 量 为 [Лау FERE] Aav. 


af AG DAV = lim [| A (x,t + ADdV— [Acna] 


V+AV 


= lim ||. ГА + м) ADJV + | „Ахы + ADdV | 


= |, “АЧУ + | AdV 


设 V(4) 周 界面 SO Ел dS 的 外 单位 法 向 量 为 n ,在 dS 处 的 移动 速度 为 N , 
则 Az 时 间 内 ,在 dS 处 发 生 的 区 域 变 化 dV=dSNAt, А 
| Adv = | AN atas 
因此 


d = у= | АЧУ + |. ANdS (7.22) 
ү vo^ 


特别 地 ,如果 Ус) ЖИЙ Ë BJ E SE r И И Ж.Н] Р] A S 为 物质 面 ,从 而 0= 0， 
N 一 mm， 上 式 就 变 为 


p ,AdV= у= | 24 2А йу + |, ANdS 
= ра + Фу (Ао) Jav 
7.7 本 构 方 程 


描述 一 个 物质 特性 的 方程 称 为 该 物质 的 本 构 方 程 。 应 力 -应 变 关系 描述 了 物质 
的 力学 特性 ,因此 是 本 构 方程 。 除 此 之 外 ,还 有 其 他 一 些 本 构 方程 ,例如 描述 热传导 
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的 特性 .电阻 .质量 传递 等 的 本 构 方 程 。 虽然 现实 世界 中 存在 多 种 多 样 的 物质 ,但 是 
无 粘性 流体 .牛顿 粘性 流体 和 理想 弹性 固体 这 三 种 简单 的 理想 化 的 应 力 - 应 变 关系 
很 好 地 描述 了 我 们 周围 许多 物质 的 力学 特性 。 因 此 ,本 节 主 要 讨论 这 三 种 物质 的 应 
力 -应 变 关系 。 


1. 无 粘性 流体 


无 粘性 流体 的 应 力 张 量 是 各 向 同性 的 , 即 它 的 形式 为 
р = — ó; P (7.23) 
式 中 ,6; 为 克 罗 内 克 符 号 ,p 为 压力 ， 它 是 一 一 个 标量 。 无 粘 型 流体 中 的 应 力 分 量 可 以 
用 和 矩阵 形式 表示 为 


-p 0 0 
()= | 0 —p 0 
0 0 —p 
在 理想 气体 中 ,压力 p. BRE о 和 温度 了 由 状态 方程 
= ЕТ 
相 联 系 ( 式 中 R 为 气体 常数 ) 。 对 于 实际 气体 或 液体 ,常常 可 以 得 到 状态 方程 
So Т) = 0 
不 可 压缩 流体 是 一 种 特殊 情况 , 它 的 状态 方程 是 
о == const. 


于 是 ,对 于 不 可 压缩 流体 ,只 剩 下 压力 是 任意 变量 , 它 完全 由 运动 方程 和 边界 条 件 所 
确定 。 


2. 牛顿 流体 


牛顿 流体 是 一 种 粘性 流体 ,其 剪 应 力 与 变形 率 成 正比 。 对 于 牛顿 流体 ,应力 - 应 

变 关系 由 下 面 的 方程 式 决定 : 
у 5 205 + Dyu Vp 

RP roy A M IKEV RRE RKE, D, E Wik BE Z SK i. P 是 静 压 力 ， 
一 p6; 代表 流体 静止 ( 当 Vs 二 0) 时 可 能 的 应 力 状态 。 

根据 状态 方程 ,假定 张 量 Ds 的 元 素 与 温度 有 关 而 与 应 力 或 变形 率 无 关 。 四 阶 
KE р, Аж 3 一 81 个 元 素 。 

如 果 流 体 是 各 向 同性 的 ,本 构 方 程 可 以 写成 


一 由 ,十 20V， 一 Z Уб» (7.24) 


这 个 公式 是 由 斯 托 克 斯 (G. С. Stokes) 导 出 的 ,因此 服从 式 (7. 24) 的 流体 也 被 称 为 
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斯 托 克 斯 流体 。 对 于 这 种 流体 ,一 个 材料 系数 ( 精 性 系数 )y 就 足以 确定 其 特性 。 
3. 理想 弹性 固体 


理想 弹性 固体 也 被 称 为 胡 克 弹性 固体 ,其 应 力 张 量 和 应 变 张 量 成 线性 比例 , 即 
o; = Esuen (7.25) 
式 中 Fju 是 与 应 力 或 应 变 无 关 的 弹性 常数 张 量 或 弹性 模 量 张 量 。 作 为 一 个 四 阶 张 
Е.Е, 1 81 个 元 素 , 但 因为 oj 一 on;, 故 必定 有 
Eju = Ew (7.26) 
此 外 ,由 于 ew 一 en ,并 且 方 程 (7.25) 中 的 下 标 & ЯП 是 缩 并 的 旺 指 标 ,我 们 总 能 在 不 
改变 总 和 的 情况 下 使 E, 对 于 & ЖП / 对 称 , 于 是 总 能 把 方程 (7. 25) 写 成 


су = TE + Кш )ew = Е;ыєы (7.27) 


CRAE 

Еһ = Ез (7.28) 
只 要 完成 了 这 个 对 称 化 ,在 式 (7. 26) 15607. 28) 的 条 件 下 ,Fjw 最 多 只 有 36 个 独立 
的 常数 。 

对 于 大 多 数 弹 性 固体 ,独立 弹性 常数 的 数目 远 小 于 36。 由 于 物质 存在 对 称 性 导 
致 了 这 个 数目 的 减少 。 当 物质 为 各 向 同性 时 , 即 当 弹 性 性 质 在 所 有 方向 相同 时 ,弹性 
常数 的 数目 减 到 了 最 少 。 更 确切 地 说 ,物质 的 各 向 同性 是 由 下 面 的 要 求 所 规定 的 ;不 
管 坐标 系统 的 方向 如 何 , 数 组 已 内 具 有 完全 相同 的 数值 。 

各 向 同性 弹性 固体 的 本 构 方程 为 

б; = Maby + 2pes (7. 29) 
常数 和 和 称 为 拉 梅 常数 。 在 工程 文献 中 ,第 二 个 拉 梅 常数 实际 上 总 是 写成 G, 并 且 
等 同 于 剪 切 模 量 。 
采用 直角 笛 卡 儿 坐 标 , 展 开 上 式 , 得 到 各 向 同性 弹性 固体 的 本 构 方 程 


Е 一 „оь — v(G;, +s.) ] 

E = 11, (о. о.) ] 

yy E yy = хг 
_ 1 

Е 一 т o= — убт. +o,,)] 

(7.30 
ly | ' 
Е ту 2С 

1+» 1 
€x 一 Е Оу 一 269 > 
1+ l 


| 
lI 


m 
R 

| 
ч 

9 
y 
N 
Q 
8 


习题 


式 中 ,常数 ЕС 与 拉 梅 常数 和 A 有关。E 就 是 著名 的 杨 氏 模 量 ,v 称 为 泊 松 
比 ,G 称 为 剪 切 模 量 。 


习 题 
2 一 | 1 
7.1 设 在 已 点 的 应 力 张 量 为 (on ) 一 | 一 1 2 一 1|, 蘑 平面 法 向 量 为 4 一 
1 一 1 2 


ге, 1, 一 2), 求 作用 在 该 平面 上 的 应 力 和 沿 方向 n 的 应 力 。 


0 1 
7.2 物体 内 某 处 的 应 力 张 量 的 分 量 可 以 表示 成 矩阵 (6; ) = -| 2 0|, 求 作用 
2 0 


在 平面 + 十 3y 十 z 二 1 上 的 应 力 向 量 。 
7.3 物体 内 一 点 的 应 力 状 态 由 下 面 的 矩阵 给 出 : 
200 400 300 
40 O Д 
300 0 —100 
试 求 通过 这 点 ,并 平行 于 平面 + 十 2y 十 2z 一 6 一 0 的 平面 上 的 应 力 向 量 。 
7.4 物体 内 一 点 的 应 力 状态 由 下 面 的 矩阵 给 出 ， 


(о) = 


100 一 10 20 
(25) = 1—10 40 0 
20 0 一 100 


试 求 不 变量 L.L oI 及 主 应 力 的 值 。 

7.5 u, =— ya: T Bas suz: = ya, —aqs из = — Ba; -ааз sa: В,у 为 常数 , 求 位 移 梯 
度 张 量 。 

7.6 д =2a,, z =a. z == 4а ЖАКЕ. 


7.7 由 传播 速度 0=0,uFBH ZE A Н ОКН) = f(zx,y,t) 上 恒 有 =+ 
Uz tu, fv, утуу, 是 速度 wv 的 三 个 分 量 ) 。 
x y 


7.8 OFRER F= [5E], C=F" + РВЕ. FUSAN R EPEA. 


(1) Ti 一 AQ х5 = Аа, х3 = Да; СА, 均 为 常 m ЖО; 
(2) xı =a; ta: tany, х: =a sz: =a (Y 为 常数 )。 


7.9 F= (32) B=F. ЕТ ,证 明 ， 
да, 
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az， 
да 

(2) Cds)? — (4) = (0; -В  )ах;ах;. 

由 此 得 В = I—2s(g= (e; I= {6;))。 

7.10 证明 在 n= (n,n,n3) 方 向 上 的 线 元 在 单位 时 间 内 的 相对 伸缩 为 ninje y 
({ey } 为 变形 速度 张 量 ) 。 

7.11 EE={e;}) 为 小 变形 张 量 ,dx，E， dx 二 ey dzxidz; 二 1 是 与 5 对 应 的 二 次 曲 


(F '=| 


|, B !<(Е!)Т |; 


; дх;дх, 


面 ,/ 是 dx 过 此 曲面 上 P 点 (OP 由 dz 给 出 ) 在 法 线 方向 上 的 投影 .证 明 小 变形 位 移 
E • dx 的 大 小 为 1//。 


第 8 章 
张 量 分 析 在 损伤 力学 中 的 应 用 


本 章 首先 介绍 了 损伤 理论 常用 的 张 量 运算 , 即 张 量 的 并 矢 表 示 和 缩 并 。 然 后 介 
绍 基于 能 量 损伤 理论 的 损伤 本 构 方 程 。 损 伤 变量 和 有 效应 力 是 损伤 力学 中 的 两 个 基 
本 量 。 引 入 应 变 等 价 原理 或 能 量 等 价 原理 导出 的 有 损 材料 的 弹性 方程 和 无 损 材料 的 
弹性 方程 形式 上 非常 相似 ,其 中 引入 了 有 效应 力 张 量 、 有 效应 变 张 量 和 有 效 弹 性 模 量 
等 基本 概念 。 这 些 理论 成 功 地 应 用 于 各 向 同性 材料 和 各 向 异性 材料 的 损伤 分 析 。 


8.1 张 量 的 并 矢 表示 和 缩 并 


1. 并 矢量 积 


为 描述 变形 体 在 外 力 的 作用 下 ,各 部 分 之 间 的 内 力 相 互 作用 ,经 常 是 将 该 变形 体 
沿革 个 截面 切 开 , 截 面 的 法 向 单位 矢量 为 n, 如 图 8.1 所 示 。 在 截面 上 某 一 单位 面积 
上 作用 的 力 矢 量 为 1。J 不 仅 与 物体 的 内 力 状态 有 关 , 还 与 该 
截面 的 方向 有 关 。 一 般 来 说 ,了 与 n 不 共 线 ,其 夹 角 是 任意 
的 。 要 描述 f 对 截面 的 拉 伸 作用 ,就 必须 考虑 f 对 n 的 投影 
矢量 ,用 fa RI: 

f. = (f °` n) Әп = n @ (f ° n) (8.1) 
了 .于 是 力 矢 量 三 与 法 向 单位 矢量 的 点 积 , 乘 的 结果 是 一 标 
量 。 任 意 两 矢量 a 与 b 的 并 矢量 积 记 为 a69b, 它 具有 下 列 
Їй: 
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СИ 


aQ bte) = а б) Ба б) с (8.2) 
(Б + с) а = b@a+c@ a 
其 中 a 是 标量 。 且 有 
人 (8.3) 
(a@ b) -c — аф (b с) 


可 以 证 明 式 (8. 3) 所 表示 的 变换 也 是 线性 的 , 即 并 矢量 积 表示 的 是 一 种 进行 线性 变换 
的 算 子 。 因 此 ,aco8 可 用 a 与 b 的 分 量 写成 
а © b = (aei) Q (е) = ауе, Q e; (8.4) 
EER abba., =É (8.4)8JJE Ñ ЖЇК ЕЛЕ НОЕ Е, [МЫ 
ab ie, Q e= Mpa Mab, (Me,) Q (М,е,) 
= M,,M,M,M,a ,b,e, б) е, 
= б„бь„а „Ье, CO e, 
= a,b.e, Qe, 
= аф;е, б) e; (8.5) 
并 矢量 积 ab 也 称 为 两 个 矢量 的 张 量 积 , 基 矢 量 e, 的 并 矢量 积 Qe 称 为 单 
位 并 和 拓 量 。 并 矢量 积 的 概念 可 推广 到 三 个 或 更 多 个 矢量 的 积 。 例 如 ,矢量 a,b ус 
的 三 重 矢 量 积 可 写成 a@bC9c, 并 可 用 分 量 形式 表示 为 abere: Qe @e, , 


2. = ЕЛ5 


定义 二 阶 笠 卡 儿 张 量 为 并 矢量 积 的 线性 组 合 ,因为 由 式 (8. 4) ,并 矢量 积 本 身 是 
单位 并 矢量 的 线性 组 合 ,所 以 二 阶 第 卡 儿 张 量 4 可 表示 为 单位 并 矢量 的 线性 组 合 。 
因此 , 它 具 有 如 下 形式 ， 

A = Ае, @ e, (8.6) 

张 量 的 存在 同 任何 坐标 系 无 关 , 然 而 只 有 在 引入 坐标 系 后 才能 确定 张 量 的 分 量 ， 
而 分 量 的 值 依赖 于 坐标 系 的 选取 。 假 设 在 具有 基 矢 量 e; 的 新 坐标 系 中 ,A 有 分 量 
А, W 


A = Ауе © e; = Aj, e, @ e; (8.7) 
然而 由 式 (8.4) 和 式 (8.5), 有 
Aje: @ e; = А„М„М„е„ Qe, = Ае, бе, (8.8) 
因此 
Au = MaM,As; (8.9) 


这 是 二 阶 张 量 分 量 的 变换 律 。 
3. 张 量 的 缩 并 
考虑 二 阶 张 量 C, e 00е, е, Е Cwx 按 下 列 法 则 变换 ; 


8.2 损伤 本 构 方 程 
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С» = M,M,M,C,, (8.10) 
按 Ci 的 后 两 个 指标 求 和 , 即 形成 三 项 和 
Cai dC, H Саз = Cys i= 1,2,3 (8. 11) 
形式 上 ,这 是 令 Ci 的 第 二 与 第 三 个 指标 互 等 来 实现 的 。 于 是 有 
Cj = M,M,M,C,, = M,,ó,C,, = MgC pr (8.12) 


这 样 ,分量 Co 变换 时 就 像 矢 量 分 量 一 样 , 按 一 对 指标 求 和 而 使 张 量 减少 二 阶 的 运算 
Жи +. 

在 并 矢 中 ,者 取 某 两 个 矢量 进行 点 积 , 即 进行 缩 并 ,每 缩 并 一 次 ,并 矢 的 阶 数 减低 
两 阶 。 两 个 并 矢 的 点 积 是 指 将 它们 相 邻 的 两 个 矢量 进行 缩 并 。 例 如 


(a@ b + (c @d) = (b. саба (8.13) 
两 个 并 矢 的 双 点 积 是 指 把 它们 最 邻近 的 4 个 矢量 两 两 缩 并 , 即 
(a @ b) : (с @ d) = (a ° с) @ (b + d) (8.14) 


两 个 二 阶 并 积 ( 二 阶 张 量 ) 的 双 点 积 ( 缩 并 两 次 ) 的 结果 是 一 个 标量 ,也 就 是 说 张 量 的 
阶 数 是 :2 十 2( 张 量 相 乘 , 阶 数 相 加 ) 一 2 一 2( 每 缩 并 一 次 , 阶 数 减 2; 缩 并 两 次 , 阶 数 减 
4)=0, 


8.2 损伤 本 构 方 程 
1. 热力 学 状态 空间 和 内 部 状态 变量 


由 连续 介质 组 成 的 物体 是 一 个 热力 学 系统 , 它 的 每 一 构 形 对 应 于 一 个 热力 学 状 
态 。 按 照 记忆 衰退 原理 以 及 等 效 热力 学 史 的 概念 ,允许 采用 一 组 从 宏观 平均 意义 上 
描述 材料 内 部 微 结构 变化 的 内 变量 来 描述 材料 的 历史 记忆 特性 。 为 描述 一 个 力学 系 
统 的 热力 学 状态 ,可 以 从 不 同 的 角度 选择 一 些 物理 量 作为 其 内 部 状态 变量 ,其 中 有 的 
变量 是 可 以 测量 的 ,有 的 是 难以 测量 的 ;有 的 则 是 与 状态 变量 对 应 的 ,或 称 为 与 其 相 
伴 的 。 可 测 的 状态 变量 一 般 选 择 应 变 s 和 绝对 温度 下 等 ,那么 与 其 相伴 的 状态 变量 
则 是 应 力 ec 5 等 。 内 部 状态 变量 还 可 以 选择 弹性 应 变 ss .塑性 应 变 £" E IB 
性 应 变 p 和 损伤 D 等 ;与 这 些 状态 变量 相伴 的 变量 可 以 是 应 力 g、 应 变 硬化 阅 增 值 R 
和 损伤 应 变 能 释放 率 Y 等 。 

内 部 状态 变量 构成 一 个 维 热力 学 状态 空间 E*, 对 应 于 每 一 种 变形 历史 均 构 成 

了 空间 的 子 空间 E, 。 应 力 о.е е. ХЕ а S 均 为 定义 在 这 

空间 的 算 子 。 子 空间 E 的 维 数 是 算 子 维 数 之 和 。 
атанан ЖЕ n] g а, ЕЛУ АЕ 
以 外 的 内 变量 均 视 为 没有 变化 ,这 种 变形 过 程 对 应 于 热力 学 状态 空间 E" 中 的 某 一 
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子 集 。 然 而 ,对 于 不 可 闭 的 损伤 过 程 , 它 对 应 着 跨 于 一 系列 不 可 逆 过 程 的 状态 空间 。 
2. KHZ № 


连续 介质 体 的 变形 具有 历史 记忆 性 。 按 照 本 构 泛 函 的 决定 性 原理 , 则 在 某 一 时 
刻 t, 热 力学 状态 空间 中 的 应 力 о ВЕ ей S 和 热流 矢量 4 应 当 为 整个 过 去 的 变形 
JH E BJ Z А. 

按照 本 构 理论 的 局 部 作用 原理 , 某 点 x [0 ЛУ JJ. ВЕЛИ Ti Bu ЖЩ HL УА 
邻 域 Q 内 点 的 热力 学 史 有 关 。 

根据 物质 的 时 空 系 无 差异 原理 ,本 构 泛 函 最 后 可 以 表示 为 


t 


o= б (gs,T;x,t) (8.15) 
e= е (е,Тух,0) (8. 16) 
S= 5 GTix,D (8.17) 
q= q Tix) (8.18) 


式 中 ,s 为 应 变 张 量 。 
3. 损伤 本 构 方 程 的 一 般 形式 


在 变形 体力 学 的 基础 上 ,将 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 应 用 于 本 构 泛 函 , 就 可 以 
导出 含 缺 陷 体 材料 的 本 构 方 程 , 简 称 为 损伤 本 构 方程 。 
设 连续 介质 单位 质量 的 亥 姆 霍 效 (Helmholtz) 自由 能 为 


ф = е TS (8.19) 
假定 自由 能 р 是 内 部 状态 变量 s,T,o 和 损伤 变量 D 的 函数 , 即 
Фф = e(g,T,o, D) (8. 20) 


APD 为 损伤 变量 张 量 ,wv 为 其 他 的 内 变量 张 量 。 设 其 他 变量 个 数 为 m, 第 一 内 变 
量 的 分 量 个 数 为 x, 则 
也 一 (本 2 二 12 (8.21) 
由 于 内 变量 的 实际 含义 不 同 , 张 量 v 的 阶 数 可 以 是 零 阶 (标量 ) .一 阶 (矢量 ) .二 阶 或 
高 阶 。 与 之 对 应 的 广义 力 定义 为 
f = (fii = 1,2, mk = 1.2, ,n) | (8.22) 
KE 三 的 个 数 与 阶 数 均 和 张 量 o 的 个 数 与 阶 数 相对 应 , 现 假定 它们 都 是 二 阶 张 量 。 
热力 学 第 一 定律 (能 量 守恒 定律 ) 和 热力 学 第 二 定律 ( 灶 增 加 原理 ) 可 以 表示 成 下 
面 的 形式 ， 
(0-0 £) 2—0(54- 3)? -oT -pa 098: D+h— dig = 0 
(8. 23) 
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Әф\. . дф \5 дф, 99,7 „а> 8.24) 
(9-03): 2—0(5— 5%) 095: ezp Вв a> (8. 


(8. 9) 和 式 (8. 10) 对 于 任意 的 应 变速 率 s 和 温度 变化 率 工 都 成 立 , 故 有 


9 
o=o% (8: 25) 
=— 9Ф 8.26) 
S=- 52 ‹ 
定义 
2 
f= ез (8.27) 
9 
y=p2% (8. 28) 


APS 是 与 v 对 应 的 热力 学 广义 力 ;y 是 与 损伤 变量 D 对 应 的 热力 学 广义 力 , 称 为 
损伤 应 变 能 释放 率 , 它 的 物理 意义 可 以 理解 为 表征 材料 对 内 部 微 结构 变化 具有 的 
抗力 。 i 

于 是 式 (8.10) 可 写成 


—f:o y: р +в. д2 0 (8.29) 

如 果 不 考 虑 力学 耗 散 与 热 耗 散 的 耦合 , 则 有 
—f:v—y: руі: 0 (8. 30a) 
8:920 (8. 30b) 


损伤 耗 散 与 力学 过 程 中 其 他 内 部 状态 变量 的 相互 影响 相当 复杂 。 为 简化 起 见 ， 
并 根据 损伤 上 共有 不 可 道 特性 ,上 且 仍 不 考虑 它们 之 间 的 耦合 ,于 是 


—f: o >0 (8.31) 
—y: D> 0 (8.32) 
在 通常 情况 下 ,可 写成 
у =— FD (8. 33) 


下 是 一 正 函 数 , 式 (8. 33) 描述 了 损伤 演变 规律 。 
引入 傅 里 叶 (Fourier) 热 传导 年 律 


q =C- g = +C + gradT (8.34) 
式 中 <C 为 二 阶 对 称 张 量 。 当 热传导 是 各 向 同性 时 , 张 量 C 可 表示 为 
С = TI (8. 35а) 
式 中 ,为 热 导 系数 。 
于 是 各 向 同性 热传导 的 傅 里 叶 方 程 为 
g =— kgradT (8. 35b) 


ЕРТ ЈА 5 — E ШЖ — E ЕЛУ И TAB fi ЖЕЕ РЁ , 48 3| 1 ЖЕДЕ 
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自由 能 表达 的 损伤 本 构 方 程 。 归 纳 如 下 : 


o= o (8.36) 
5=— 5 (8.37) 
f= py (8. 38) 
y= o 59 (8.39) 
9= 一 示 C . gradT (8. 40) 


上 面 的 一 组 方程 ,分 别 表示 应 力 - 应 变 关系 、 灼 定义 、 内 变量 演变 规律 、 损 伤 演变 规 
律 以 及 全 里 叶 热传导 方程 。 

在 不 考虑 热 耗 散 或 与 热能 解 耦 后 ,可 以 把 应 变 能 作为 自由 能 。 在 只 考虑 弹性 与 
HØR 08. 24) 和 式 (8.27) 可 分 别 写成 如 下 的 弹性 损伤 本 构 方 程 : 


с = 058. (8.41) 
到 

= о2@ (8. 42) 
7 255 


AP, o 为 损伤 弹性 应 变 能 ,a* 为 弹性 应 变 张 量 。 

除了 用 效 姆 替 兹 自由 能 表述 损伤 本 构 方 程 ,还 可 以 用 吉 布 斯 (Gibbs) 自 由 能 形式 
表述 损伤 本 构 方 程 。 利 用 勒 让 德 (Legendre) 变 换 ,可 以 得 到 效 姆 霍 兹 自由 能 的 余 函 
数 , 即 吉 布 斯 自由 能 函数 


ф = oT, v, D) = ое ge T, vD) (8.43) 


推 证 得 到 的 损伤 本 构 方程 同 用 交 姆 霍 兹 自由 能 表述 的 损伤 本 构 方程 形式 基本 
相同 。 


8.3 损伤 变量 和 有 效应 力 
1. 损伤 变量 


用 损伤 理论 分 析 材 料 受 力 后 的 力学 状态 时 ,首先 要 选择 恰当 的 损伤 变量 以 描述 
材料 的 损伤 状态 。 由 于 材料 的 损伤 引起 材料 微观 结构 和 某 些 宏观 物理 性 能 的 变化 ， 
因此 可 以 从 微观 和 宏观 两 方面 选择 度量 损伤 的 基准 。 从 微观 方面 ,可 以 选用 空隙 的 
数目 .长 度 、 面 积 和 体积 ;从 宏观 方面 ,可 以 选用 弹性 系数 、 届 服 应 力 、 拉 伸 强 度 、 伸 长 
率 、 密 度 . 电 阻 .超声 波 速 和 声 辐射 等 。 在 这 两 类 基准 中 ,最 常用 的 是 : 空 阶 的 数 


8.3 损伤 变量 和 有 效应 力 


163 


Н ,长度 .面积 和 体积 ; @@ 由 空隙 的 形状 、 排 列 和 取向 决定 的 有 效 面积 ; 图 弹性 系数 
(弹性 模 量 下 АЕ); DREY., 

根据 以 上 两 类 基准 ,可 以 用 直接 法 和 间接 法 测量 材料 的 损伤 。 例 如 ,对 微观 方面 
的 基准 ,可 采用 直接 测定 的 方法 以 判定 材料 的 损伤 状态 ;而 对 宏观 方面 的 基准 , 则 可 
用 机 械 法 或 物理 法 测定 ,然后 间接 推算 材料 的 损伤 。 至 于 实际 采用 哪 种 方法 ,应 根据 
损伤 变量 如 何 定义 以 及 损伤 类 型 而 定 。 

在 不 同 的 情况 下 ,可 将 损伤 变量 定义 为 标量 ,矢量 或 张 量 。 例 如 ,对 于 短小 无 规 
律 的 空隙 分 布 或 各 向 分 布 相同 的 球形 空洞 ,损伤 变量 可 采用 标量 ;对 于 微小 的 分 布 平 
面 裂纹 ,可 用 与 其 垂直 的 矢量 表示 损伤 ,但 矢量 表示 的 损伤 变量 ,不 能 简单 相 加 以 表 
示 不 同方 向 平面 裂缝 的 集合 ;而 用 张 量 表示 损伤 ,尽管 其 数学 表达 比较 复杂 ,但 有 可 
能 比较 准确 地 表示 微观 空中 的 排列 状态 及 其 力学 特性 ,因此 在 各 向 异性 损伤 理论 中 
用 得 较 多 。 

从 热力 学 的 观点 看 ,损伤 变量 是 一 种 内 部 状态 变量 , 它 能 反映 物质 结构 的 不 可 道 
变化 过 程 。 


2. 有 效应 力 的 概念 


现 用 直 杆 受 单 轴 拉 伸 的 例子 说 明 有 效应 力 的 概念 。 图 8. 2(a) 为 一 初始 无 损伤 
的 杆 ,假设 该 杆 受 下 力 到 一 定 大 小 后 产生 均匀 的 损伤 , 见 图 8. 2(b)。 若 杆 的 初始 横 
截面 积 为 A, 受 损 后 其 损伤 面积 (包括 微 裂纹 和 空隙 ) 为 A* , 则 杆 的 净 面 积 或 有 效 面 
积 为 A 一 A 一 A" 。 在 均匀 损伤 状态 下 ,损伤 变量 取 为 标量 。 卡 切 诺 夫 (Kachanov) 在 
研究 金属 的 蠕 变 断 裂 时 ,第 一 次 提出 用 连续 性 变量 y 描述 材料 的 损伤 状态 四 ,定义 
ЖМ 


_ А 
р = 5 (8.44) 


ВАН К Rabotnov) Æ WA 2 JR REITI A Y — 4 55 £ SE Ek 28 АОН РЛ 06 

Жи р, ИЕ, Е р 
p= А-АА 

式 中 ,D0, 对 应 于 无 损伤 状态 ;D=1, 对 应 于 完全 损伤 (断裂 ) 状 态 ;0 二 DD 二 1, 对 应 
于 不 同 程度 的 损伤 状态 。 

$ o 一 F/A HRR БВ ХЛ o= F/A 为 净 截 面 或 有 效 截 面 上 的 应 力 , 称 
为 净 应 力 或 有 效应 力 , 则 利用 式 (8. 45) 并 由 

с,А=в.А (8. 46) 


(8. 45) 


得 


о 一 (8.47) 
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当 材料 发 生 非 均匀 损伤 时 ,可 在 物体 内 一 点 处 取 一 体 元 ,用 相似 的 方法 仍 可 得 到 
式 (8. 47) 。 


D=0 


з. 应 变 等 价 原理 


在 受 损 材料 中 ,测定 有 效 面积 是 比较 困难 的 ,为 了 能 间接 地 测定 损伤 , 勒 梅 特 提 
出 了 应 变 等 价 原理 。 这 一 假设 认为 ,应 力 o 作用 在 受 损 材 料 上 引起 的 应 变 与 有 效应 
力作 用 在 无 损 材料 上 引起 的 应 变 等 价 , 如 图 8.3 所 示 。 根 据 这 一 原理 , 受 损 材料 的 本 
构 关 系 可 通过 无 损 材料 中 的 名 义 应 力 得 到 , 即 


_ G _ G _ с 
ер рур (8. 48) 
或 
o = EQ — D)e (8.49) 
式 (8. 49) 表 示 一 维 问题 中 受 损 材 料 的 本 构 关 系 。 
将 式 (8. 49) 改 写 为 
є = 2. 
Е 
式 中 ,E=E(1 一 DD) ,为 受 损 材 料 的 弹性 模 量 , 称 为 有 效 弹 性 模 量 。 由 此 得 到 
-É 
D=1 F (8. 50) 
由 式 (8. 49) 得 
do _ dE _ _ P. ар 
== 49 D)e + EG — р) Ее 二 (8. 51) 
Т 3 Г, БЕ рй, Ч ИНЕ ЖЛЕ, Пр 
ар 


ge TOE ЕМ НТА НЕ Е, ,是 常量 , 故 由 式 (8. 51) 可 得 


8.3 损伤 变量 和 有 效应 力 


р=1— = & (8. 52) 

将 式 (8. 52) 与 式 (8. 50) 比 较 , 可 见 受 损 材 料 的 弹性 模 量 Ë 即 为 卸载 线 的 斜率 。 

EE 也 称 为 邱 载 弹性 模 量 。 图 8. 4 是 用 测量 卸载 弹性 模 量 的 方法 得 到 的 损伤 随 塑 性 应 

ДЕ e, 变化 的 情况 , 试 件 材料 为 99. 99% 的 铜 ,D, 为 损伤 变量 的 临界 值 eyo 为 损伤 开始 
时 的 塑性 应 变 ,sm 为 断裂 时 的 塑性 应 变 。 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100 110 


4. 有 效应 力 张 量 


在 多 轴 应 力作 用 下 ,如 认为 损伤 是 各 向 同性 的 , 则 可 将 单独 应 力 下 的 有 效应 力 推 
广 表示 为 张 量 , 即 


(8.53) 


式 中 o 为 柯 西 应 力 张 量 。 
实际 上 ,材料 的 损伤 往往 为 各 向 异性 ,在 这 种 情况 下 ,损伤 变量 就 不 能 采用 标量 ， 
而 要 用 张 量度 量 。 设 在 物体 内 取 一 体 元 ,该 体 元 任 一 方向 的 截面 积 为 A, 该 截面 的 法 
向 单位 矢量 为 n, 则 截面 的 面积 矢量 为 
А = Ап = Aie，(i 二 1,2,3, 对 i 求 和 ,下 同 ) (8. 54) 
式 中 ,e; 为 沿 直角 坐标 系 的 单位 矢量 ,A, 为 面积 A 在 三 个 坐标 平面 内 的 投影 面积 。 
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当 材料 损伤 后 , 设 有 一 虚构 的 体 元 ,其 法 线 为 于 的 面积 矢量 为 
А = Ап = (1— р)Ае; (8. 55) 
式 中 ,也 为 А, 面 法 线 方向 的 损伤 变量 。 
现 定义 二 阶 对 称 张 量 y= 二 (I 一 D)， 了 为 单位 张 量 ,使 


А =зр,А (8.56) 
由 式 (8. 54) 156 (8. 55) 得 
ү = фе, © e, = (1 — D)e @ е, (8.57) 
见 y 是 一 对 称 张 量 。 
设 有 效应 力 张 量 为 @, 柯 西 应力 张 量 为 go, 则 
P=oe.A~=o.:A=o.Jy.A=o.(I—D).A (8. 58) 


因为 式 (8. 58) 对 任意 的 А 都 成 立 , 故 有 
s=. = 6 • (I—D) 
从 而 有 

s=(I—D) ! 。 (8.59) 
在 一 般 情 况 下 , 式 (8. 59) 表 示 的 有 效应 力 张 量 不 是 对 称 张 量 ， 这 给 数值 计算 带 来 
很 大 不 便 。 为 此 ,一 些 学 者 提出 过 将 有 效应 力 张 量 对 称 化 的 各 种 方法 。 以 下 两 式 是 

常用 的 将 有 效应 力 张 量 对 称 化 的 方法 ， 
бошаса mim (8.60) 


o= (I—D) !2,. e (1— р) п" (8.61) 
下 面 证 明 , 对 称 化 的 有 效应 ЛЕШ = 系 无 关 量 。 众 所 周知 , 柯 西 应 力 张 量 @ 
是 时 空 系 无 关 量 Вр 
сє = 0:6 Q" (8.62) 
几 带 撤 号 的 都 是 在 新 坐标 系 中 的 量 ,Q 是 一 个 正 交 的 变换 张 量 。 设 损伤 张 量 D 也 是 
时 空 系 无 关 量 , 即 


0 =Q0.D.- Q" (8.63) 
于 是 张 量 1 一 D 和 (1 一 D) :也 是 时 空 系 无 关 量 ,因为 
I-D =Q-+-(I—D). Q" (8.64) 
C — D) 一 [LO. dD) +Q]: 
=Q. (I— D). Q" (8. 65) 
АВЕ, Ср) 天 也 是 时 空 系 无 关 量 ,因为 
(1—0) = (I— D)?» I—D (8. 66) 


既然 (1 一 D) “是 时 空 系 无 关 量 , 则 (CT 一 D) 2 必然 也 是 时 空 系 无 关 量 。 
由 式 (8. 60) 和 式 (8. 61) 得 
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s= 116. (ID "+ (ID o] 
=10+е.0'1-[0-(1—1›1+071+[0+0—0)1+071-[0+е-07]) 
= 0. 16. =D? +U D) ' o] Q" (8.67) 


с' = (I-D д + (I— D) 1⁄2 
(0. d- D) 2.071. 0.6.07) + (Q+ e g 0 1—0)". 07] 
=Q- [40—00 t? es. (I— D) 21.0" (8. 68) 
这 表明 式 (8. 60) 和 式 (8.61) 所 表示 的 有 效应 力 张 量 是 时 空 系 无 关 量 。 


8.4 损伤 能 量 释放 率 和 断裂 准则 


1. 损伤 能 量 释放 率 
对 于 缺陷 体 材 料 ,损伤 能 量 释 放 率 定义 为 


= 1 °: MY : 9M(D) Мм! : : 
Y = >£ M (D) JD M (D): E(D) : є 
=—1„:к(ру1: 9M(D) , 
=— 56 E(D) JD б (8.69) 
对 于 各 向 同性 损伤 ,损伤 变量 为 标量 ,于 是 
_ 1 32M(D) _ 1 
M(D) r p! 7р ару! (8. 70) 
代 人 式 (8. 32) 后 得 
_ у 2 1+ 
Y = sgr гру (tre) Еру? (8.71) 
由 式 (8. 69) kË n[ SP Hi A e [Н] ЕЗЙ НТА ВЕ Ж ЖЕК ЖЕ у 
_— le, {== W 
Y = >€ E(D) : e ITD (8.72) 


式 中 ,W" 为 弹性 应 变 能 密度 。 
当 载 荷 不 变 时 ,由 e= (1—D)5E : ғ 得 到 
de = (1— DE : ағ Е: ғр = 0 


故 
dyV = ø : de° = (1 — D)e": Е : de 
_ _ 1 dW: 
Y= > JD (8.73) 


损伤 能 量 释放 率 了 可 作为 静水 压力 及 米 泽 斯 等 价 应 力 的 函数 加 以 计算 。 设 静 


168 


第 8 章 张 量 分 析 在 损伤 力学 中 的 应 用 


水 压力 为 он T tr(o), 则 偏 应 力 张 量 为 go = 二 o 一 on1, 米 泽 斯 等 价 应 力 为 


1 


сы = [500 — 0ш) : (е: о |° (B. 74) 
由 式 (8.71) 得 到 
= = ‚7 
Y 2EQ DY (8.75) 
AP 
= = Q+ +30- 2v (28 ) (8.76) 
O eq 


s 有 反映 了 三 O sua 称 为 三 轴 应 力 因子 。 
在 单 轴 应 力 下 ,ar 一 +a = ss = 1, РЖ 


Ү =— ару (8.77) 


2. B 2: A Д] 


当 物 体 中 某 点 处 的 体 元 产生 损伤 后 , 随 着 外 载荷 的 增加 ,损伤 将 发 展 直至 体 元 完 
全 断裂 。 从 理论 上 说 ,如 用 有 效 面积 定义 损伤 , 当 D=1 时 , 体 元 完全 断裂 。 但 很 多 
实验 表明 , 当 D<1 时 , 体 元 已 完全 断裂 。 设 体 元 完全 断裂 时 的 损伤 值 为 D. ,损伤 能 
量 释 放 率 为 Y., 则 断裂 准则 为 


D = D. (8. 78) 
或 
|Y |= Y. (8.79) 
AF, D. A Y. 为 材料 常数 ,可 由 单 轴 应 力 实验 确定 。 
在 单 轴 应 力 下 ， 
D=1—o/V2ETYT 
故 临界 损伤 变量 为 
D. = 1—o./V2EY. (8. 80) 


式 中 ,ee 为 断裂 时 的 应 力 。 对 金属 材料 ,实验 表明 0.2< D. <0.8. 


8.5 各 向 同性 材料 耦合 损伤 的 热力 学 理论 
1. 热力 学 势 
可 取 自 由 能 为 热力 学 势 。 材 料 的 自由 能 常 可 分 为 两 部 分 , 即 


8.5 各 向 同性 材料 耦合 损伤 的 热力 学 理论 


p= pele T: D,n) +e, CT, р) (8.81) 

式 中 ,gp。 和 e, ЭЎ ЖУ SR FE ЛУ ЛЕ ЙЕ ЖП ИЗ HEM GE, ТЕЛЕ, p 为 累积 塑性 应 变 , 其 变 
化 率 为 

p= (32 re) = (22, reay (8. 82) 

材料 在 高 周 疲劳 下 的 不 可 逆 应 变 是 微观 塑性 应 变 , 为 了 模拟 处 于 这 种 准 弹 性 状 


态 的 高 周 疲劳 ,引进 微 塑性 应 变 e*, 它 由 不 可 逆 位 错 所 引起 ,其 累积 应 变 率 为 


д = (е e°). (8.83) 
利用 勒 让 德 变 换 , 改 变 自 变量 后 ,得 弹性 余 能 为 
p= po,T DA) — pT, p) (8. 84) 


在 等 温 条 件 下 ,如 忽略 微观 塑性 应 变 (x<1), 则 式 (8. 81) 和 式 (8. 84) 中 的 e, 和 
项 为 材料 的 弹性 能 和 弹性 余 能 。 
利用 正 交 性 原理 ,由 式 (8. 69) 和 式 (8.72) 可 导出 


= p3% (8. 85) 
с = р 56 (8. 86) 
Y =o% (8. 87) 
2 
к= (8. 88) 
a$ 
9 
r= e (8. 89) 


式 中 sE" Y, R 和 r 为 go,D,p 和 x 的 相伴 变量 Y 为 损伤 能 量 释 放 率 。 
对 于 无 损 材料 (D=0) ,弹性 应 变 能 为 


рф. = =°: E: s (8. 90) 
式 中 ,五 为 弹性 张 量 (四 阶 对 称 张 量 ) 。 
将 式 (8. 90) 代 人 式 (8.86) ,得 
5 一 已 :ee (8.91) 
对 于 各 向 同性 材料 ,弹性 张 量 EE 的 分 量 为 


_ E / x 
En = T(r + бду) (8.92) 
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式 中 , 忆 为 材料 的 弹性 模 量 ,* 为 泊 松 比 。 
将 式 (8.92) 代 人 式 (8.90) 和 式 (8. 91) 得 


pg. = зт ‚сш + ce] (8. 93a) 
И 
o= (rigime te) (8. 93b) 
对 于 无 损 材 料 (也 =0) ,弹性 余 能 为 
ppe = 10 :Е\:е (8. 94) 


APE :为 柔 度 张 量 ( 四 阶 对 称 张 量 )。 
将 式 (8. 94) 代 入 式 (8. 85) ,得 


c=E':p (8.95) 
对 于 各 向 同性 材料 , 柔 度 张 量 的 分 量 形式 为 


Ein = з, 一 F 9 (8. 96) 
将 式 (8.96) 代 入 式 (8. 94) 和 式 (8. 95) ,得 
ppe == Eo Etro)’ (8. 97) 
和 
en lty у 
£ F 6 去 Ttra (8.98) 
Җ (8. 98) 为 弹性 本 构 关 系 的 另 一 种 形式 。 
对 于 一 般 的 应 力 状态 ,为 方便 起 见 , 记 
G11 С] Ell Е 
022 02 E22 E2 
[24 
) 33 3 бз , J E33 B Єз (8. 99) 
023 一 032 G4 E23 == Єз2 E4 
Озу 一 Сіз 05 Єзї 一 813 £5 
O12 一 021 Us Є12 = €z Es 


则 E [Жел МАТ ЖЕ Ж: 


8.5 各 向 同性 材料 耦合 损伤 的 热力 学 理论 


к TETH 0 0° o 
в-во o o 
Pis из 1 0 0 0 

(Еу) = E h А | (8. 100) 
0 0 Эбу, 0 
0 0 0 TER 
0 0 0 0 元 - 


因为 vy /E,— v /Е, O} isj 不 求 和 ), 所 以 矩阵 (EF; ') 是 对 称 的 。 
对 于 受 损 材料 ,由 有 效应 力 的 概念 和 应 变 等 价 原理 可 以 得 到 


5 一 (1 一 D) 1 : 6=MD): о (8.101) 
g=E ':б=ЁЕ !: MD) : g=Ë '(D) : G (8.102) 
E !(D)=E ' : MD) (8.103a) 
E(D)=M !'(D):E (8.103b) 
H 
MD) = E: É 1 (D) (8.104) 


RP ,ЕС R REKE MD = (1—0) '. 
由 此 ,可 以 由 测定 的 E 和 EE(D) 的 各 个 分 量 计 算 M(D) 的 分 量 。 例 如 ,对 单 向 应 

力 状 态 , 式 (8. 104) 为 
1 E 


M = = 2, D=1— 
гре р Р! 


ту 


这 和 式 (8.50) 相 同 。 
由 以 上 的 关系 ,从 式 (8. 98) 和 式 (8. 93b) 即 可 得 到 多 轴 应 力 下 受 损 材 料 的 弹性 
本 构 方 程 和 有 效应 力 张 量 为 


ce Фу ур 1 十 my . у | 
E€ F S ltr F М: о Б! ЧМ : o) (8.105) 
-~ .EE у | e ‚е 
в=М+в= тт (т М Iret M : е) (8. 106) 
如 果 应 力 张 量 e 的 主轴 和 有 效应 力 张 量 6 的 主轴 都 固定 且 重 合 , 则 有 
6; = Мув, (8. 107) 


式 中 ,oi,0;(i1 二 1,2,3) 分 别 是 @ Mo KHE. 
如 果 损 伤 张 量 D 的 主轴 与 ,6 的 主轴 重合 , 且 主 方向 损伤 之 间 不 耦合 , 则 
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0， ， i 关 j 
а а тд 
а = 12р,’ 02 1- D,’ бз 1- D, 
式 中 ,Di ,D, 和 D, 为 主 损伤 。 这 是 无 耦合 的 各 向 异性 损伤 。 
2. RA 
为 了 导出 耗 散 量 的 本 构 方 程 , 设 耗 散 势 为 
P(E pe D, EsTe pe ID) 
式 中 ,4 为 热流 矢量 。 
经 勒 让 德 变换 后 , 耗 散 势 为 
po pe, H .,Y,gradT;T,s°,g",p,e" IH,D) 


由 正 交 性 原理 得 到 
粘 塑 性 
Е? == аф, R _ 9@ 
微 塑性 
G == 29 ° 了 一 一 9ф 
де? әй 
损伤 
_ 99 
С Әү 
9 о __9ф 
T ƏgradT 


为 了 能 选取 y 的 解析 表达 式 , 现 将 y 表示 为 
ф = p Hgo Y, pT, E,D) уд 
MERKA 损伤 微 塑 性 
项 之 间 通 过 塑性 累积 应 变 率 2 ЖП ЭД ТЕ у ЛЕ ЖЕ ТШД, 
对 于 粘 塑性 问题 ,可取 


_ K бе мы y 
ó, (o, T, p, D) мка |) př 


RP, K.M.N 为 依赖 于 温度 的 材料 常数 ,cu 为 等 价 应 力 。 


(8.108) 


(8.109) 


(8.110) 


(8.111) 


(8.112) 


(8.113) 


(8.114) 


(8.115) 


(8.116) 


(8.117) 
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对 于 塑性 问题 ,y, Hu H HE ра f=0, 得 到 
= p =— 2i (8.118) 
Rp, i 是 一 个 乘 子 ,由 7 =0 的 条 件 得 到 。 
耦合 损伤 的 各 向 同性 应 变 硬化 模型 可 由 下 列 修 正 的 米 泽 斯 届 服 条 件 得 到 ; 


г раро = 0 (8.119) 


式 中 ,or 为 届 服 应 力 。 
根据 已 提出 的 大 量 损 伤 模型 ,yo 可 取 下 列 解析 表达 式 : 


> eroe p- 1 ptr 
фр (Ў.р,пт; Tse , D) 2 s (1 Dy” (8.120) 
s= 90 __Ү p+r 
D = сү = ps (8.121) 
在 弹性 范围 内 : 
› — __Y x _ 
р = 0, r T Ds (8.122) 
在 塑性 范围 内 : 
m= 0, D i Dy (8. 123) 


式 中 50.10 为 参数 。 
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由 前 述 各 节 内 容 可 见 ,在 建立 受 损 材料 的 本 构 关 系 时 ,应 变 等 价 原理 有 非常 重要 
的 作用 。 但 是 由 式 (8. 91) ,有 


Ej = E;'o; (8. 124) 
式 中 
1 i=j 
_ ЕС —Рр,), = 
Е = | (8. 125) 
__ у . . 
EaD) *77? 


可 以 看 出 ,下 了 是 不 对 称 张 量 。 例 如 在 主 应 力 空间 中 ， 
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1 у v 


1— D, 1— D, 1— D; 
“р 1 1 y a 
y 
E2 E 1—D, 1 — D, 1 — р, @2 (8. 126) 
1 


бз 


у 


1 二 万 Ip. 1— D. 
只 有 对 各 向 同性 损伤 , D, = D, = р,,Е, : 才 是 对 称 张 量 。 
1. 能 量 等 价 原理 


为 了 分 析 各 向 异性 弹性 损伤 , 西 多 霍 夫 (Sidoroff) 提 出 了 能 量 等 价 原理 。 该 原理 
指出 ,只 要 用 有 效应 力 张 量 о 代替 柯 西 应 力 张 量 6, 受 损 材料 的 弹性 余 能 和 无 损 材 料 


的 弹性 余 能 在 形式 上 相同 。 
无 损 材料 的 弹性 余 能 为 
оф: = рф.(в,0) = z E: G 


由 能 量 等 价 假设 , 受 损 材料 的 弹性 余 能 为 


ор.66.0) = 56: Е: о 


= 16: M'D): E !: MD) : в 
= : ЕО) :о (8.127) 
дир 
E '(D) = M" (D) : E` (D) : M(D) (8.128) 
由 此 可 知 
E(D) = M' (D) : ED) : (MT) (D) (8.129) 


这 表明 弹性 张 量 ECD) 和 有 柔 度 张 量 E-1(D) 均 为 对 称 张 量 。 
利用 正 交 性 原理 ,由 式 (8. 127) 可 得 


900) _ ~, А 
Е 0 ———— = Е (D): –=М'(р) : Е (р): МОР) : G (8. 130) 
б 
或 
(M') (D): sgs=E ` !(D) : МОЮ) : o (8.131) 
定义 有 效 弹 性 应 变 张 量 为 s , 即 

5 一 (MIT) !(D) : g (8.132) 

H sK (8. 131) 得 损伤 材料 的 弹性 本 构 关 系 为 
s=E o (8.133) 


比较 式 (8.133) 和 式 (8. 102) 可 见 , 只 要 将 应 力 张 量 g 和 应 变 张 量 s 用 有 效应 力 
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张 量 g 和 有 效应 变 张 量 s 代替 后 , 受 损 材料 的 弹性 本 构 关 系 和 无 损 材料 的 弹性 本 构 
关系 具有 相同 的 形式 。 

将 有 效应 力 的 表达 式 (8. 101) 代 和 人 式 (8. 97) ,得 到 各 向 同性 材料 损伤 状态 的 弹性 
余 能 为 


pp. (6, D) = ЫЕ г D)? — 2Ы[ттө‹1— D) F (8.134) 
由 正 交 性 原理 得 
9 c 
= = р + = Hea ру — 01 — 0) (64 — D] (8.135) 
将 有 效应 力 的 表达 式 (8. 133) 代 入 式 (8. 93a) ,得 到 受 损 材料 的 弹性 应 变 能 为 


— E v 2 „бт , 
РФ: пту (теча D) + [в. (I DF) (8.136) 
由 正 交 性 原理 得 
2 E у 
— дф. _ Е ер 
=, гита Dtr[sd—D)] +e. (1 р» (8.137) 
对 于 单 轴 拉 伸 , 由 式 (8. 135248 
a=— -A 
' EQ—D): Ë 
— Уб] __ viz 
> Еа-р)а- 0) Д (8.138) 
є, 二 一 yol _ on 
EC(1— Di)(1—D;) F: 
式 中 
Е = Е(1—Һ,)? 
~ vl1—D,) 
' 1— р, (8,139) 
~ _ (1 -— р) 
и TCD, 
由 此 可 确定 损伤 变量 D, , D, 和 Р, 为 
D. =1- ($) 


(8.140) 
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2. 损伤 能 量 释放 素 
在 8.4 节 中 曾 由 应 
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应 变 等 价 原理 导出 了 损伤 能 量 释 放 率 的 表达 式 , 现 由 能 量 等 价 


原理 导出 损伤 能 量 释放 率 的 表达 式 。 对 各 向 同性 材料 ,由 式 (8. 129) 有 


_ 9M (D) 
9р 


aoM(D) 
ар 


JED) 
3D) 


—M(D)`': 


—M(D' : E(D) : 


ƏM(D) 
ар 


— Мр): 


— 2 (Mp) : 一 5 


上 标 s 表示 括号 内 张 量 的 对 称 部 分 。 
JED)? 


др 


损伤 能 量 释 放 率 为 
Y =p 3 一 z : (MD) 


=g: (мор) : 


де o 


Y =0 9р 


= (моу : Ер)! : 
设 应 力 的 主轴 和 材料 的 主轴 重合 


|Y,|= 


: E(D) 


gM(D) 


Мр) 
др 


: E(D) : 


:M(D) 


(MD) у! : 


一 五 (D) : 


(M')'(D +M'(D) : 


: E(D) : (МТ) (D) 


aM(D)T А Ty- 
р мр) ?) 


aM(D)T 
3D 


: ECD)) 


-ı , IMD) 
aD 


= 2(E(D) б MCD)-: : 


: (Ер) : MD) : 


др 


: ED)) :E 


: M(D) 2 : E(D) : мо") ze 


IMD) 
др 
3M(D) 
ар 


): o 


E: 1 


TME) 


Сі 


| Y, |= 


IM, 
Әр, On = 


(1— 


Ol 


Dy ” (1— 255 


У2102 


ED): 


9M(D) 


V3103 


Ə2(M') (р) 
Әр 


: (Мр) т) 


(8. 141) 


(8. 142) 


у 


(8.143) 


) а 


(8. 144) 


, 且 取 主轴 系 为 坐标 系 , 得 
《对 i 不 求 和 ) 


(8.145) 


(1— D. 


СДА 


|Y, |= 


[Ea 


1⁄12G1 


р.) 


Е, (1 — D, > 


02 


E, G — D. > 


| 


Уз2 Оз 


(1 — р, )? 


Ga 


| Үз |= 


| 


E, 1 —D.) 


V301 


тару) 


‚ V23G2 


Еа 


Бр. 


бз 


(1 — D. >° 


| 


EQ —D,) 


EGO- D) 


EA — D;) 


l 


(8. 146) 
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在 平面 应 力 状 态 中 ‚< az /ai 一 从 ‚элә =v, I] 
2 2 
IY |= 2.04.0), |Y: |= gz AD) 
1 


E, 
式 中 
_ 1 1 А 
g A D)= тру (1205; ге) 
1 А E А 
9.00 = Hp ( 1-р E, 1-0, 
在 单 轴 拉 伸 时 ， 
Y, = Y, = 0, Y =Y 
| Y| g 一 下 (1 — D,)’e? 


(8.147) 


(8.148) 
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MATLAB 在 矩阵 和 张 量 运算 中 的 应 用 


在 国际 学 术 界 ,MATLAB 被 确认 为 一 个 准确 、 可 靠 的 科学 计算 分 析 软 件 ， 
MATLAB 已 经 成 为 大 学 生 必 须 掌握 的 工具 。 利 用 MATLAB 可 以 使 复杂 繁琐 的 推 
演 计算 变 得 简单 方便 。 本 章 对 MATLAB 的 发 展 过 程 及 其 特点 进行 了 介绍 ,对 
MATLAB 的 给 阵 运算 和 张 量 运算 进行 了 归纳 和 分 析 , 介 绍 了 常用 的 命令 和 函数 ,并 
给 出 了 大 量 的 利用 MATLAB 进行 给 阵 运 算 和 张 量 运算 的 实例 。 


9.1 MATLAB 简介 


1. MATLAB 的 发 展 历程 和 影响 


MATLAB 诞生 于 20 世纪 70 年 代 , 它 的 编写 者 是 Cleve Moler 教授 和 他 的 同 
事 。 当 时 , 任 美国 新 墨西哥 大 学 计算 机 科学 系 主任 的 Cleve Moler 教授 出 于 减轻 学 
生 编 程 负担 的 动机 ,为 学 生 设 计 了 一 组 调用 LINPACK 和 EISPACK 库 程 序 的 通俗 
易 用 的 接口 程序 。Cleve Moler 给 这 个 接口 程序 取 名 为 MATLAB, 意 为 矩阵 
(matrix) 和 实验 室 (laboratory) 的 组 合 。 以 后 几 年 ,MATLAB 作为 免费 软件 在 校 际 
流传 使 用 , 深 受 大 学 生 的 喜爱 。 

在 John Little 的 推动 下 ,由 Little、Moler、Steve Bangert 合作 ,于 1984 年 成 立 了 
MathWorks 公司 ,并 把 MATLAB 正式 推 向 市 场 。 从 那 时 起 ,MATLAB 的 内 核 采 用 
C 语言 编写 ,而 且 除 原 有 的 数值 计算 能 力 外 ,还 新 增 了 数据 图 视 功 能 。MATLAB 以 
商品 形式 出 现 后 , 仅 短 短 几 年 ,就 以 其 良好 的 开放 性 和 运行 的 可 靠 性 ,使 原先 控制 领 
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域 里 的 封闭 式 软 件 包 (如 英国 的 UMIST, 瑞 典 的 LUND 和 SIMNON, 德 国 的 
KEDDC) 纷 纷 被 淘汰 ,而 改 以 MATLAB 为 平台 加 以 重建 。20 世纪 90 年 代 ， 
MATLAB 已 经 成 为 国际 控制 界 公 认 的 标准 计算 软件 。 到 20 世纪 90 年 代 初 期 ,在 
国际 上 三 十 几 个 数学 类 科技 应 用 软件 中 ,MATLAB 在 数值 计算 方面 独占 鳌头 ,而 
Mathematica 和 Maple 则 分 居 符 号 计算 软件 的 前 两 名 。Mathcad 因 其 提供 计算 、 图 
Ж .文字 处 理 的 统一 环境 而 深 受 中 学 生 欢 迎 。 
MathWorks 公司 于 1993 年 推出 MATLAB 4.0 版 本 ,从 此 告别 DOS 版 。4. x 
版 在 继承 和 发 展 其 原 有 的 数值 计算 和 图 形 可 视 能 力 的 同时 ,出 现 了 以 下 几 个 重要 
(1) 推出 了 SIMULINK。 这 是 一 个 交互 式 操 作 的 动态 系统 建 模 、 仿 真 、 分 析 集 
成 环境 。 它 的 出 现 使 人 们 有 可 能 考虑 许多 以 前 不 得 不 做 简化 假设 的 非 线 性 因素 . 随 
机 因素 ,从 而 大 大 提高 了 人 们 对 非 线 性 、 随 机 动态 系统 的 认 知 能 力 。 
.《2) 开发 了 与 外 部 进行 直接 数据 交换 的 组 件 ,打通 了 利用 MATLAB 进行 实时 
` 数据 分 析 、 处 理 和 硬件 开发 的 道路 。 
(3) 推出 了 符号 计算 工具 包 。1993 年 MathWorks 公司 从 加 拿 大 滑铁卢 大 学 购 
得 Maple 的 使 用 权 , 以 Maple 为 “引擎 ”开发 了 符号 数学 工具 箱 (Symbolic Math 
Toolbox 1.0). MathWorks 公司 此 举 加 快 结束 了 国际 上 数值 计算 ,符号 计算 就 优 就 
伟 的 长 期 争论 ,促成 了 两 种 计算 的 互补 发 展 新 时 代 。 
(4) 引入 了 Notebook, MathWorks 公司 瞄准 应 用 范围 最 广 的 Word, 运 用 DDE 
和 OLE, 9 Т MATLAB 与 Word 的 无 缝 连接 ,从 而 为 专业 科技 工作 者 创造 了 融 科 
学 计算 、 图 形 可 视 、 文 字 处 理 于 一 体 的 高 水 准 环境 。 
1997 年 仲春 ,MATLAB 5.0 版 问世 , 紧 接 着 是 5.1、5.2, 以 及 1999 年 春季 的 5.3 
版 ;2000 年 10 月 , MathWorks 公司 推出 MATLAB 6.0; 2002 年 8 月 ,推出 
MATLAB 6.5。 每 一 次 版 本 的 推出 都 使 MATLAB 界面 越 来 越 友 好 ,内 容 越 来 越 丰 
富 ,功能 越 来 越 强 大 。 与 4. x 相 比 ,现今 的 MATLAB 拥有 更 丰富 的 数据 类 型 和 数据 
结构 、 更 友善 的 面向 对 象 .更 快速 精良 的 图 形 可 视 .更 广博 的 数学 和 数据 分 析 资 源 、 更 
多 的 应 用 开发 工具 。 本 章 将 主要 介绍 MATLAB 6. 5 符号 计算 在 矩阵 和 张 量 运 算 中 
的 应 用 。 
诚然 ,到 1999 年 底 , Mathematica 也 已 经 升级 到 4. 0 版 , 它 特别 加 强 了 以 前 欠缺 
的 大 规模 数据 处 理 能 力 。Mathcad 也 赶 在 2000 年 到 来 之 前 推出 了 Mathcad 2000， 
它 购买 了 Maple 内 核 和 库 的 部 分 使 用 权 , 打 通 了 与 MATLAB 的 接口 ,从 而 把 其 数学 
计算 能 力 提高 到 专业 层次 。 就 影响 而 言 , 至 今 仍然 没有 其 他 计算 软件 能 与 
MATLAB 相 匹 敌 。 
在 欧美 大 学 里 ,诸如 应 用 代数 .数理 统计 、 自 动 控制 .数字 信和 号 处 理 、 模 拟 与 数字 
通信 、 时 间 序列 分 析 、 动 态 系统 仿真 等 课程 的 教科 书 都 把 MATLAB (Е. ІЛ, 
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乎 成 了 20 世纪 90 年 代 教 科 书 与 旧版 书籍 的 区 别 性 标志 。 在 那里 , MATLAB ЖЖ 
读 学 位 的 大 学 生 、 硕 士 生 、 博 士 生 必须 掌握 的 基本 工具 。 在 国际 学 术 界 , MATLAB 
已 经 被 确认 为 准确 、 可 靠 的 科学 计算 标准 软件 。 在 许多 国际 一 流 学 术 刊 物 上 ,尤其 是 
信息 科学 刊物 ,都 可 以 看 到 MATLAB 的 应 用 。 


2. MATLAB 的 主要 特点 


作为 国际 上 公认 的 最 优秀 的 计算 和 仿真 分 析 软 件 ,MATLAB 的 主要 特点 如 下 。 

(1) 编程 效率 高 

它 是 一 种 面向 科学 与 工程 计算 的 高 级 语言 ,允许 用 数学 形式 的 语言 编写 程序 , 且 
比 Basic、Fortran 和 C 等 语言 更 加 接近 我 们 书写 计算 公式 的 思维 方式 ,用 MATLAB 
编写 程序 犹如 在 演算 纸 上 排 列 出 公式 与 求解 问题 ,因此 ,MATLAB 语言 也 可 通俗 地 
称 为 演算 纸 式 科学 算法 语言 。 由 于 它 编 写 简单 ,所 以 编程 效率 高 ,易学 易 仅 。 

(2) 用 户 使 用 方便 

MATLAB 语言 是 一 种 解释 执行 的 语言 , 它 灵活 .方便 , 其 调试 程序 手段 丰富 , 调 
试 速度 快 ,需要 学 习 的 时 间 少 。 人 们 用 任何 一 种 语言 编写 程序 和 调试 程序 一 般 都 要 
经 过 4 个 步骤 :编辑 .编译 .连接 以 及 执行 和 调试 ,各 个 步骤 之 间 是 顺序 关系 。 
MATLAB 语言 把 这 4 个 步骤 融 为 一 体 ,能够 快速 排除 输入 程序 中 的 书写 错误 .语法 
错误 以 及 语义 错误 ,从 而 加 快 了 用 户 编写 .修改 和 调试 程序 的 速度 。 

(3) 扩充 能 力 强 

MATLAB 语言 有 丰富 的 库 函 数 ,在 进行 复杂 的 数学 运算 时 可 以 直接 调用 ,而 且 
用 户 可 以 根据 自己 的 需要 方便 地 建立 和 扩充 新 的 库 函 数 。 另 外 ,MATLAB 可 以 混 
合 编程 ,能 够 方便 地 调用 Fortran.C 等 语言 的 子 程序 。 

(4) 语句 简单 ,内 涵 丰 富 

MATLAB 语言 中 最 重要 的 成 分 是 函数 ,其 一 般 的 形式 为 [a,b,c,…]==fun(d,e， 
芋 …)，* 即 一 个 函数 由 函数 名 .输入 变量 和 输出 变量 组 成 ,同一 函数 名 、 不 同 数目 的 输 
和 人 变量 以 及 不 同 数目 的 输出 变量 ,代表 着 不 同 的 含义 。 这 使 得 使 用 MATLAB 编写 
的 程序 简单 .短小 而 且 高 效 。 

(5) 方便 的 绘图 功能 

利用 MATLAB 绘图 十 分 方便 , 它 具 有 一 系列 二 维和 三 维 绘图 函数 ,例如 线性 坐 
标 、 对 数 坐 标 、 半 对 数 坐标 以 及 极 坐 标 ,都 只 需 调 用 不 同 的 绘图 函数 ,在 图 上 标 出 图 
题 . 坐 标 轴 标 注 、 栅 格 绘制 也 都 只 需 调 用 相应 的 命令 。 总 之 ,MATLAB 语言 的 设计 
思想 可 以 说 代表 了 当前 计算 机 高 级 语言 的 发 展 方向 ,已 经 成 为 科学 研究 必 不 可 少 的 
工具 之 一 。 
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3. MATLAB 的 运行 环境 


(1) MATLAB 的 界面 及 窗口 
在 Windows 下 运行 MATLAB, 就 会 出 现 如 图 9.1 所 示 的 工作 界面 。 其 中 最 主 
要 的 是 3 个 窗口 :命令 窗口 .工作 空间 窗口 以 及 历史 命令 窗口 。 


工作 空间 窗口 、 


命令 窗口 用 来 输入 命令 行 ,实现 计算 或 绘图 。 计 算 结果 也 是 在 命令 窗口 里 面 
列 出 。 

工作 空间 窗口 列 出 当前 运算 过 程 中 使 用 到 的 变量 的 名 称 、 变 量 数组 大 小 、 变 量 字 
节 大 小 和 变量 类 型 等 信息 。 双 击 工作 空间 窗口 里 面 的 变量 名 称 , 会 弹出 一 个 数组 编 
辑 器 的 窗口 ,显示 该 变量 的 具体 内 容 。 

历史 命令 窗口 显示 命令 窗口 中 所 执行 过 的 命令 。 利 用 该 窗口 ,一 方面 可 以 查看 
曾经 执行 过 的 命令 ; 另 一 方面 还 可 以 重复 利用 原来 输入 的 命令 。 可 以 从 历史 命令 窗 
口中 通过 双击 某 个 命令 行 来 执行 该 命令 。 

(2) MATLAB 的 运行 方式 

MATLAB 运算 有 两 种 运行 方式 , 即 命令 行 方式 和 M 文件 方式 。 


Ф 命令 行 方式 
命令 行 方式 是 直接 在 命令 窗口 输入 命令 行 来 实现 计算 或 作 图 功能 。 例 如 ,对 下 
1 2 一 3 3 1 2 
面 的 例题 :A 二 |5 0 2|, B=|4 2 5|, 计 算 A+B. 
1 —1 1 2 0 3 
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首先 打开 MATLAB 界面 ,在 命令 窗口 输入 下 列 命令 行 


>> A=[12 一 3;50 2;1 一 1 1]; 
>> B=[3 1 2;4 2 5;2 0 3]; 
>> А+В 


运算 结果 如 图 9. 2 所 示 。 


= i ӨЗЕК [>> A=[1 2 -3:5 0 2:1 -1 1]: 
— ————— ———| | >> B=[3 1 2;4 2 5;2 0 3]; 
>> AtB 


| B=[3 1 2; 4 2 5;2 0 3]; 
Ifars 


下 面 对 MATLAB 命令 输入 格式 作 一 个 简单 介绍 。 


° “>>” E MATLAB 的 命令 提示 符 ,表示 后 面 是 输入 的 MATLAB 命令 。 
”输入 的 MATLAB 命令 后 面 如 果 有 分 号 “;”, 表 示 不 在 命令 窗口 上 输出 结果 ; 


如 果 命 令 后 面 没有 分 号 ,命令 窗口 上 会 输出 结果 。 
@ M 文件 方式 


在 MATLAB 窗口 中 单 击 菜单 栏 上 的 “File” 选 项 ,在 弹出 的 下 拉 菜 单 中 单 击 


“New” 选项 ,选择 *“M-File” 命 令 ,打开 M 文件 的 输入 运行 窗口 ,如 图 9.,3 所 示 ,在 该 


窗口 中 输入 程序 文件 ,可 以 进行 调试 和 运行 。 与 命令 行 方式 相 比 ,M 文件 方式 的 优 
点 是 可 调试 .可 以 重复 应 用 。 
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с мм еи”; llëlëlllllCeO ea 


a! p:AMATLAB6pS work XAaddB.m 


Al 2 -3:5 0 2:1 -1 1]; 
B=[3 1 2;4 2 5:2 0 3]: 
AtB 


9.2 MATLAB 的 矩阵 运算 


MATLAB 具有 强大 的 矩阵 运算 功能 ,MATLAB 6. 5 提供 了 大 量 的 矩阵 符号 运 
算 函 数 , 表 9.1 列 出 了 常用 的 矩阵 符号 运算 函数 。 
39.1 常用 的 MATLAB 和 矩阵 符号 运算 函数 
函数 指令 功能 简 Л 


$ 
> 
B: 
s 


м E pa $ W: 
转 置 
colspace 和 矩阵 列 向 量 的 标准 正 交 基 
行列 式 
算 diag 创建 或 提取 对 角 阵 
求 本 征 向 量 和 本 征 值 
SR AE RE KY FE BORE 


线性 代数 i 


Ë 
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续 表 


约 当 标准 型 


jordan 


null 由 奇异 值 分 解 得 出 的 矩阵 的 零 空 间 的 标准 正 交 基 
_ rank 矩阵 的 秩 

线性 代数 运算 pref YEE FERE BO 171898 09 Pr 5 BE 
svd l 奇异 值 分 解 
tril 下 三 角 阵 
triu 土 三 角 阵 
diff 微分 

微 积分 int 积分 
jacobian Ж ШЖ | 
collect £ ЭЕ ЖЕЛ ЖЖ 
ехрапа 多 项 式 展 开 

简化 factor 多 变量 多 项 式 的 因 式 分 角 
simple 简化 


下 面 将 逐一 介绍 和 本 书 相关 的 几 种 矩阵 运算 方法 。 为 了 便于 读者 进行 对 照 ,部 
分 算 例 选 用 了 前 几 章 例题 。 


1. ЖЕ 


MATLAB 有 两 种 方法 创建 符号 矩阵 。 
(1) 通过 sym 指令 创建 符号 矩阵 


>> A=sym('[ab с;0 10;00 1]) 


[0,1,0] 
[0,0,1] 


(2) 先 通过 syms 指令 定义 符号 矩阵 中 的 符号 变量 ,再 直接 创建 符号 矩阵 


>> syms a b c; 
>> A=[abc;010;00 1] 
А = 

[ а, b, с] 

[0,1,0] 

[0,0,1] 


9.2 MATLAB 的 矩阵 运算 


2. 4 2 3 ож ЖКК ЖОЖ 


MATLAB 中 符号 矩阵 的 加 法 IE REE ОК FE ABIR BLR, (E A tE АЕ Ж 2718. 
只 是 除法 比较 特殊 ,有 左 除 (\) 和 右 除 (/) 两 种 运算 ,需要 理解 两 者 之 间 的 区 别 。 
X = A\B 主要 用 于 求解 线性 方程 A* X=B 
= B/A 主要 用 于 求解 线性 方程 Xx A=B 


l a b 

例 9.1 А= |0 1 al| 时 , 求 4。 
0 1 

解 

>> symsab 


>> А=[1аЬ;01а;001]; 
>> result= А^2 


result = 
[ Ls 2*a, 2xb 二 a*2] 
[ о, 1, 2*а] 
[ 0, o, 1] 


在 MATLAB 命令 窗口 中 的 运行 结果 如 图 9. 4 所 示 。 


MATLAB 


па К + у> 


2*< 2*bta 2] 
4; 2*a] 
1] 


A=[1 a Ъ;0 1 a:0 0 1]; 
result=A 2 
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1 0 2 
例 9.2 已 知 A4 二 10 一 1 1|, 求 24: 一 3A5 十 A' 十 和 :一 41( 同 例 2.10), 
0 1 0 


解 


>> A=sym('[1 0 2;0,—1 1;0 107); 
>> 1 二 eye(3); 
>> Result 一 2 ж A-8—3 x А5 БАА А72 — 4 x 1 


Result = 

[一 3， 48, 26] 
[ o, 95, —61] 
[ 0, —61. 34] 


这 里 用 到 了 函数 eyen), 这 个 函数 返回 一 个 阶 单位 矩阵 。 另 外 还 需要 指出 的 
是 , 当 和 矩阵 中 某 一 行 的 元 素 带 有 正 负 号 时 ,元 素 前 面 应 该 用 逗号 与 前 一 个 元 素 隔 开 ， 
否则 MATLAB 会 以 为 是 两 个 数 相 加 减 , 导 致 最 终 运算 错误 。 

例 9.3 R FIER X. 
1 2 | É 0 1 


(1) 
з —1 2 1—2 —1 


all а12\_ 
а21 22)- ° 
# O 这 里 需要 用 到 和 矩阵 左 除 (\)。 
>> A=sym('[—2 0 1;1, —2,—1]'); 
>> B=sym( [1 2 3;3, —1 21); 

>> X=—A\B 


(2) (1,02) + x | 


[7,0,7] 


(2) 这 里 需要 用 到 和 矩阵 右 除 (/)。 


>> А = ѕут('[а11 al2; a21 а22]'); 
>> В = вут( [Ь1Ь2]'); 


>> X = —B/A 
X= 
[(—а22 x bl +2 *a21)/(al2 * а21 —а11 * a22), (al2 х bl —all * b2)/(al2 x а? аі] 
x a22)] 


为 了 验证 计算 结果 , 我 们 把 计算 得 到 的 半 代 入 方程 。 
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>> Result B+ Xx A 


Result = 


[bl— (а22 ж 1 — 2 x a21)/(— а12 x а21 + а11 * а22) x all (a12 * bl—all x b2)/ 


(—al2 * а21 +-а11 x а22) * а21. 
Ь2 — (a22 ж bl — b2 * a21)/( — а12 x a21 + all x a22) x а12 + (а12 x bl —all x b2)/ 
(—а12 x a21+-a]1 x а22) * a22] 

>> simplify( Result) 


ans — 


Го, oJ 


证 明 计算 结果 正确 。 

从 上 面 的 计算 过 程 可 以 看 出 ,矩阵 符号 运算 结果 常常 不 是 最 简化 的 形式 ,因此 ， 
有 必要 对 运算 结果 进行 简化 。 常 用 的 简化 指令 有 simplify, factor, expand, combine 
等 ,读者 可 以 从 MATLAB 的 帮助 文件 中 了 解 这 些 命令 的 用 法 。 

3. ЖЕЖ 


SKIERE 4 BJ E 29 e^ H RR E 


R = expm(A) 
1 
例 9.4 а A= —] Й „Же“, 
解 
>> syms t; 


>> A=sym( [0 1; —1 0]'); 
>> R=expm(A * 0) 
R= 
[ cos(t), sin(t)] 
[ —sin(t), cos(t)] 


4. ЗЕГЕ б ЯТ Ж] K Ë 
求 和 矩阵 4 的 行列 式 值 141 的 函数 是 


R=det(A) 
a 1 0 
例 9.5 ЖШ A=|b 1 01 的 行列 式 值 |4|。 
0 l e 


解 


>> A=sym('[a 1 0;b 1 0;01 cl); 
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>> R=det( A) 
Р = 


axCc 一 bxc 


5. Ні В 
# ВОГ У E НИ E ЕН ЖЕН A СИНЕ ЖКН — 1); — Es ШЖ 


inv(), 


例 9.6 求 方 阵 4 三 


= — к 


2 3 
3 41И A AH 2. 2) 。 
4 3 


Ж ЖКЖ, 


>> A=sym('[1 2 3;1 3 4;1 4 37); 
>> Resut= А (—1) 
Result = 
Г 7/2, —3, 1/2] 
[ 一 1/2， 0, 1/2] 
[ 一 1/2， 1, —1⁄2) 


RA б ШРЫ inv() : 


>> A=sym([1 2 3;1 3 4;1 4 3]); 
>> Result=inv(A) 
Result = 
Г 7/2,—3, 1/2] 
[ —1⁄2, 0， 1⁄2] 
[ —1⁄2, 1, —1/2] 


6. 4 E E F 
ERKE BL ja И. '”, E 3k Su Е Hermition 转 置 ) 的 运算 符 为 “'”。 


соз(@) sin(;) 


例 9.7 求 方 阵 4 一 


| зс ретаз Е. 


— 51002) соѕ(2) 
解 ”求实 转 置 矩阵 , 


>> A= sym(’[cos(t) sin(t); —sin(t) cos(t)]'); 
>> Result= А. ' 
Result = 
L cos(t), —sin(t)] 
[ sin(t), cos(t)] 
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ЖЮ ЭКЕЕ ЖЕ. 


>> Result= A' 
Result = 
[ cos(conj(t)), —sin(conj(t))] 
Г sin(conjk(t)), соѕ(сопј(0)) ] 


7. 3E FE 0) K AF48 5 Ж-ДА X Е 


ЖЕЕ A 的 本 征 值 与 本 征 矢量 的 函数 为 
[V,E] = eig(A) 
V 的 每 一 列 代 表 一 个 本 征 矢量 ,E 是 一 个 以 本 征 值 为 对 角 元 素 的 对 角 阵 。 
быз 
例 9.8 weg| | жн 5 354E% BIN 2.5, 
ж 


>> A=sym( [1,—1;1,1]'); 
>> [v,e]=eig( A) 
у = 
Ci =i] 
[1, 1] 
e= 
[ 0, 0] 
[0,2] 


ТИЖАН А, =0,4:=2., РАЖАА 0 的 本 征 矢量 为 Н ,对 于 本 征 值 2 的 本 征 


矢量 为 | (e namen. 


8. 4E Fk 65 xT Ae 


矩阵 的 对 角 化 可 以 用 求 约 当 标准 型 的 方法 : 
[P,J]=jordan( A) 
P 给 出 符号 矩阵 4 的 广义 本 征 向 量 ,J 给 出 相应 的 约 当 标准 型 。 
例 9.9 把 下 面 的 矩阵 化 为 对 角形 矩阵: 
1 2 2 
1 —1 1 
4 —12 1 


〈 同 例 2. 6) 
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解 


>> A=sym([1 2 2;1,—11;4,—121]); 
>> [P,J]—jordan( A) 


P = 
Г 6, —5/2+5/2 xi, —5/2—5/2 x i] 
[ 2, =111/2#1, —1—1/2+1] 
[ 一 2， 1 一 3x i, 1+3 * 1] 
J = 
[1,0, 0] 
Го, ії, 0] 
[ 0, 0, ~i] 


9. Жа 


对 矩阵 进行 微分 的 函数 是 
R = аА, ' х) 
ЖКА ВЕ A XF z 的 微分 。 
在 矩阵 和 张 量 运算 中 ,常常 需要 求 和 矩阵 的 偏 徽 分 矩阵 , 即 雅 可 比 和 矩阵 。 
MATLAB 也 提供 了 相应 的 函数 : 
К = jacobian(w,v)}) 
HREH w 对 vw ВОН EE. 
例 9.10 矩阵 
xl * sin(r2) * cos(x3) 
A= | х1 є ѕ5іп(х2) x sin(z<3) |, B=(z1,z2,z3), 
xl x cos(x2) 


ЖА ЯШ А Ж В (ОЖ. 
dA 
解 (1) Ж-ү 


>> A=sym('[x1 є sin(x2) x соз(х3);х1 * sin(x2) x sin(x3);x1 * cos(x2)]'); 
>> К=‹4#(А,'х1'› 
R = 
L sin(x2) ж cos(x3)] 
[ sin(x2) x sin(x3)] 
L cos(x2)] 


(2) RERE A XJ B 的 偏 微分 矩阵 


>> A=sym( [xl x sin( x2) ж cos(x3); xl ж ѕіп(х2) x sin(x3) ;xl x соз(х2)]'); 
>> B=sym('[xl х? x3J'); 
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- >> R = jacobian( A,B) 


R = 
[ sin(x2) x cos(x3), xl x соѕ(х2) x cos(x3), —х1 x sin(x2) x sin(x3)] 
[ sin(x2) ж sin(x3), х1 є cos(x2) x sin(x3), xl x sin(x2) ж cos(x3 ) ] 
[ соѕ(х2), — х1 x sin(x2), 0] 


9.33 MATLAB 的 张 量 运 算 


MATLAB 本 身 没 有 张 量 运 算 的 函数 ,但 是 可 以 调用 MAPLE 的 张 量 包 (tensor) 
进行 运算 。 在 运算 中 借助 maple 指令 ,把 张 量 包 的 函数 命令 送 往 MAPLE 引擎 计 
算 ,格式 为 : >> maple( 函数 名 ); 或 者 借助 procread 指令 把 整 段 MAPLE 程序 送 
往 MAPLE 计算 ,本章 采 取 第 一 种 方法 。 

在 进行 张 量 运 算 之 前 , 先 要 调用 MAPLE 张 量 包 ,命令 为 


>> maple(' with(tensor) ); 
张 量 包 中 的 符号 运算 函数 如 表 9. 2 所 示 。 
表 9.2 张 量 运 算 函 数 


函数 指令 у 能 简介 
act | 。 对 张 量 元 素 进行 操作 
antisymmetrize 反对 称 张 量 
change_basis 基 变 换 
Christoffel1 第 1 类 Christoffel 符号 
Christoffel2 第 2 类 Christoffel 符号 
commutator 矢量 转换 
compare 张 量 比较 
conj ян 
соппехЕ 系数 连接 
contract 缩 并 
convertNP 黎 曼 张 量 转换 成 Newmann-Penrose 形式 
cov_diff 协 变 微分 
Create 创建 张 量 对 象 
dlmetric 第 一 次 偏 导数 
d2metric 第 二 次 偏 导 数 
directional ан? 方向 导数 


display_allGR 列 出 广义 相对 论 的 所 有 对 象 
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续 表 


函数 指令 H 能 简介 


displayGR 
dual 
Einstein 
entermetric 
exterior_diff 
exterior_prod 
geodesic_eqns 
get_char 
get_compts 
get_rank 
invars 

invert 
Jacobian 
Killing_eqns 
Levi_Civita 
Lie_diff 
lin_com 
lower 
npcurve 
npspin 
partial_diff 
permute_indices 
petrov 

prod 

raise 

Ricci 
Ricciscalar 
Riemann 
RiemannF 
symmetrize 
tensorsGR 
transform 


Weyl 


列 出 广义 相对 论 的 一 个 对 象 
对 张 量 指标 进行 双重 操作 
Einstein 张 量 
输入 张 量 元 素 

外 部 微分 

外 乘 

测 地 线 的 Euler-Lagrange 方程 
得 到 张 量 的 指标 

得 到 张 量 的 元 素 
求 张 量 的 秩 

黎 曼 曲率 张 量 不 变量 
КЕ (2 Bi) BJ g: 

坐标 变换 的 雅 可 比 矩 阵 
Killing! s 方程 

Levi Сіупа 伪 张 量 

对 矢量 的 Lie 导数 
张 量 线性 合并 

降 指标 

曲率 张 量 

Debever 形式 的 Newmann-Penrose 旋 量 
张 量 的 偏 微分 

指标 排列 

4 次 多 项 式 分 类 

内 /外 积 (点 积 /并 乘 ) 

升 指标 

Ricci 张 量 

Ricci 标量 

RKE 

3 = fli s sk Bt 
全 对 称 张 量 
计算 广义 相对 论 对 象 
坐标 变换 

Weyl 张 量 


———  —- — j — — 
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1. 创建 张 量 对 象 


张 量 包 使 用 了 它 自 定义 的 一 种 数据 类 型 一 一 张 量 类 型 。 张 量 用 一 个 表 结 构 进 行 
描述 : 
TABLE( index_char,compts) 


compts 存放 张 量 对 象 的 各 个 元 素 ; index_char 表示 一 个 值 为 1 和 一 1 的 序列 ,用 来 
说 明 对 象 的 协 变 和 道 变 指标 。1 表示 逆 变 指标 ,一 1 表示 协 变 指标 。 例 如 , [1, 一 1， 
一 1,1] 表 示 指 标 1 和 4 是 逆 变 指标 (用 上 标 表 示 ),2 和 3 表示 协 变 指标 (用 下 标 表 
示 )。 序 列 的 长 度 必须 与 对 象 的 秩 数 相等 。 如 果 张 量 的 秩 数 为 0( 表 示 标 量 或 者 不 变 
Æ) ,index_char 就 是 一 个 空 的 序列 , 即 []。 

创建 张 量 对 象 时 必须 定义 指标 序列 index_char 和 张 量 对 象 元 素 compts, fE 
MATLAB 中 调用 张 量 包 定 义 张 量 的 函数 为 


>>> maple(' 工 :一 create(index_char,compts) ) 


例 9.11 创建 一 个 二 阶 混 合 张 量 。 
解 


>> maple('with(tensor)'); 


>> maple('A:=create([—1,1J,array([[a,b,c],Cd,e,f],[g,h,i]]J)) ) 


ans = 
A := TABLE([index_char = [—1, 1], 
compts = matrix([[a, b, с], [d, e, f], Ге, h, JDD 


例 9.12 创建 一 个 在 极 坐 标 系 的 欧 儿 里 得 二 阶 道 变 张 量 。 
解 


>> maple( with(tensor) ) ; 
>> maple('A: = create([1,1J],array([[1,0,0J,[0,1/r-2,0]J,[0,0,1/(r`2 ж sin(theta)- 
21], 
ans = 
A := TABLE([index char = [1, 1], 
compts = matrix([[1, 0, 0], [0, 1/r2, 0], [0, 0, 1/r2/sin(theta)-27])J) 


2. ж 
对 张 量 进行 缩 并 的 函数 是 
contract(A,[il,i2,...]) 


4 是 一 个 阶 数 大 于 1 的 张 量 , [il,i2] 表示 一 对 上 标 和 下 标 。 
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例 9.13 二 阶 张 量 的 缩 并 。 
解 
>> maple('with(tensor》 ); 
>> maple('T: =create([1,—1], array([[w,x,0]J,[y,z,0]J,[0,y2,x*x y* wJ])) 5 
>> maple( contract(T, [1,2])') 
ans = 


TABLE({index_char = [], 
compts = w-+z+<x * y x w ]) 


3. KERR 
3 SK Bt A САЯН) BJ РЕ 28 E 


maple('prod( A ,B, [аї,Ы])') 


其 中 4,B ЕТКЕ, Га, Ы] 是 一 对 指标 (上 标 和 下 标 ),ai 是 张 量 4 的 上 标 ( 下 
标 ) ,bi 是 张 量 B 的 下 标 ( 上 标 )。 


求 张 量 外 积 ( 并 乘 ) 的 函数 是 maple('prod(T,U)'), 张 量 外 积 ( 并 乘 ) 不 需要 给 出 


指标 。 


例 9.14 计算 一 个 二 阶 张 量 和 一 个 一 阶 张 量 的 内 积 。 
解 


>> maple( with(tensor)'); 
>> maple( T: =create([1,—1], array([[w,x,0]J,[y,z,0],[0,y72,x* yx w]]J)) ); 
>> maple('U: = сгеаге([1], аггау([1,т,п]))); 
>>> іппегргой== таріе('ргоїСТ,0,[2,1])') 
іппегргоа= 
TABLE([index_char = [1], 


compts == vector([w * ]+-x* m, yx ]+z* m, у2 x m+ x * y* w * пр 


519.15 计算 两 个 一 阶 张 量 的 内 积 和 外 积 。 
解 


>> maple( with(tensor) ) ; 
>> maple('U: = create([ 1] ,array([l, m,n]))’) ; 
>> maple(’V:=create([—1],array([a,b,c]))'); 
>> innerprod= maple(’prod(V,U,[1,1])") 
innerprod = 
TABLE([index char = [ ], 

compts = а* |b * m+-c x n]) 

>> outerprod= maple('prod( V , U)') 


outerprod = 
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TABLE([index_char = [—1, 1], 
compts = matrix([[a *1, aw т, a*n], [b * 1, b * m, b* п], [c * 1, c * m, c * 


п]])]) 
4， 协 变 偏 导数 


求 协 变 偏 导数 的 函数 是 maple( dlmetric(g, coord)'), g 是 协 变 矩阵 张 量 ， 
coord 是 坐标 变量 。 
例 9.16 计算 Schwarzchild 张 量 对 坐标 [t，r，theta，phi] 的 协 变 偏 导数 。 


>> maple( with(tensor) ); 
>> maple('coord := [t, r, theta, phi]'); 


>> maple('g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1.. 4)'); 
>> таріе(' в сотріѕ[1,1] := 1—2 ж m/r'); 

>> maple( g_compts[2,2]:= — 1/6 сотріѕ[1,1)); 

>> maple( g_compts[3,3] := —г2'); 


>> maple('g_compts[4,4] :一 一 rC2x вїп(їһеїа)^2:'); 


>> maple('g := create( [—1,—1], eval(g_compts))') 
ans 一 
g := TABLE([index_char = [—1, —1], 
compts = matrix([ [1—2 * m/r, 0, 0, 0], 

[0, —1/(1—2 ж m/r), 0, 0], 

Lo, 0, —r2, 0], 

[0, 0, 0, —г2 x sin(theta)-2]])]) 
>> maple('dlg: = dlmetric (g, coord)') 

ans = 
dlg := TABLE([index char = [—1, —1, —1], 
compts = АКВАҮСсѓ1,[1.. 4, 1.. 4, 1.. 4], 

[‹1,1,1) = 0, (1,1, 2) = 2xm/r2, (1,1,3) = 0, (1,1,4) = 0, 
(1,2,1) = 0, (1, 2，2) = 0, (1,2, 3) = 0, (1,2, 4) = 0, 
(1,3,1) = 0, (1,3, 2) = 0, (1,3, 3) = 0, (1,3,4) = 0, 
(1,4,1) = 0, (1, 4, 2) = 0, (1, 4, 3) = 0, (1,4,4) = 0, 
(2,1,1) = 0, (2,1, 2) = 0, (2,1,3) = 0, (2,1,4) = 0, 
(2, 2, D = 0, (2, 2, 2) = 29 m/( 一 r 十 2x m)°2, (2, 2, 3) = 0, (2,2,4) = 0, 
(2,3,1) = 0, (2, 3, 2) = 0, (2, 3, 3) = 0, (2, 3, 4) = 0, 
(2, 4, D= 0, (2, 4, 2) = 0, (2, 4, 3) = 0, (2, 4, 4) = 0, 
(3,1,1) = 0, (3,1, 2) = 0, (3, 1, 3) = 0, (3,1,4) = 0, 
(3, 2, D = 0, (3, 2, 2) = 0, (3, 2, 3) = 0, (3, 2, 4) = 0, 
(3, 3, 1) = 0, (3, 3, 2) = —2 ж г, (3, 3, 3) = 0, (3, 3, 4) = 0, 
(3,4, 1) = 0, (3, 4, 2) = 0, (3, 4, 3) = 0, (3, 4, 4) = 0, 
(4,1,1) = 0, (4, 1, 2) = 0, (4, 1,3) = 0, (4, 1, 4) = 0, 


196 


第 9 章 MATLAB 在 矩阵 和 张 量 运算 中 的 应 用 


Н 


(4, 2, 1) = 0, (4, 2, 2) = 0, (4, 2, 3) 0, (4, 2, 4) = 0, 

(4, 3, 1) = 0, (4, 3, 2) 0, (4, 3, 3) 0, (4, 3, 4) = 0, 

(4, 4, 1) = 0, (4, 4, 2) = — 2 x гж ѕіп(1еіа) ^2, (4, 4, 3) = — 2 ж r`2 ж sin( theta) * 
соѕ( ега), (4, 4, 4) = 0) р) 


ll 
Ш 


5. 第 1 类 克 里 斯 托 费 尔 (Christoffel) 符 号 
计算 张 量 的 第 1 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 函数 是 


maple(” Christoffell (Dlg))') 


Dig 是 张 量 的 协 变 偏 导数 。 | 
019.17 计算 张 量 的 第 1 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 。 


>> maple('Christoffell(Dlg)’) 
ans = 
TABLE([index_char = [ —1, —1, —1], 
compts = ARRAY(cfl,[1.. 4,1.. 4, 1.. 4], 
Ca, 1, D) = 0, 1, 1, 2) = —m/r2, (1,1,3) = 0, (1, 1, 4) = 0, 
(1, 2, 1) = m/r2, (1, 2, 2) = 0, (1, 2, 3) = 0, (1, 2, 4) = 0, 
(1, 3, 1) = 0, (1, 3, 2) = 0, (1, 3, 3) = 0, (1, 3, 4) = 0, 


(1, 4,1) = 0, (1, 4, 2) = 0, (1, 4, 3) = 0, (1, 4, 4) = 0, 

(2, 1, 1) = т/г2, (2,1,2) = 0, 2, 1, 3) = 0, (2, 1, 4) = 0, 

(2, 2, 1) = 0, (2, 2, 2) = m/(—r+2 ж п) 72, (2, 2, 3) = 0, (2, 2, 4) = 0, 

(2, 3, 1) = 0, (2, 3, 2) = 0, (2, 3, 3) = —r, (2, 3, 4) = 0, 

(2, 4, 1) = 0, (2, 4, 2) = 0, (2, 4, 3) = 0, (2, 4, 4) = — гж sin(theta)"2, 

(3, 1, 1) = 0, (3, 1, 2) = 0, (3, 1, 3) = 0, (3,1,4) = 0, 

(3, 2, 1) = 0, (3, 2, 2) = 0, (3, 2, 3) = —r, (3, 2, 4) = 0, 

(3, 3, 1) — 0, (3, 3, 2) = r, (3, 3, 3) = 0, (3, 3, 4) = 0, 

(3,4,1) = 0, (3,4,2) = 0, (3, 4, 3) = 0, (3, 4, 4) = —r2 x sin(theta) * cos(theta) , 
(4, 1, 1) = 0, 4, 1,2) = 0, (4, 1, 3) = 0, (4,1,4) = 0, 

(4,2, 1) = 0, (4, 2, 2) = 0, (4, 2, 3) = 0, (4, 2, 4) = 一 rx sin(theta)-2， 
(4,3,1) = 0, (4,3, 2) = 0, (4, 3, 3) = 0, (4, 3, 4) = —г2 x sin(theta) x cos(theta), 


(4, 4, 1) = 0, (4, 4, 2) = гж sin(theta)-2, (4, 4, 3) = г? ж sin(theta) ж cos(theta) , 
(4,4, 4) = 0р) 


6. 偏 导数 和 方向 导数 
求 张 量 对 给 定 坐 标的 偏 导数 的 函数 是 


maple(’ partial_diff(g, coord)’) 


g 是 张 量 ,coord 表示 坐标 。 
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计算 标量 场 沿 逆 变 矢量 场 V 的 方向 对 坐标 соога 的 方向 导数 ,需要 用 到 下 面 的 
函数 : 


maple(”directional_diff( f, V, coord)') 


f 表示 标量 场 ,V 表示 逆 变 矢量 场 ,coord 表示 坐标 。 
例 9.18 计算 偏 导数 。 


>> maple( with(tensor)'); 
>> maple( соога := [ r, theta, psi]'); 
>> maple('V := create( [], Н r,theta,psi ) )'); 
>> maple(’part_V := partial_diff( V, coord ) 

ans = ` 

рагі У := TABLE([index char = [~1], 

compts = vector([diff( Н (r, theta, psi), г), diff (H (г, theta, psi) , theta), diff (H Cr, 

theta, psi) , psi) ]) J) 


519.19 计算 方向 导数 。 


>> maple( coord: =[x,y,z]); 
>> maple f:= 3xx/(y+2z)'); 
>> maple У: = create([1], array([x* y, y* z, zx х]))'); 
>> maple( directional_diff(f, V, coord)') 
ans = 
—3* xx (—y2+z*x)/(y+2)2 


7. 基 变 换 
对 张 量 作 基 变 换 的 函数 是 


maple(”change_basis( T, h, hinv) ') 


是 需 作 基 变 换 的 张 量 ;h 是 - -个 指标 序列 为 L1, 一 1] 的 张 量 , 表 示 基 变换 的 协 变换 
矩阵 ;hinv 是 一 个 指标 序列 为 [一 1,1] 的 张 量 , 表 示 基 变换 的 道 变换 矩阵 。 
59.20 KE TEETH. 


>> maple( with(tensor)'); 
>> maple('T_compts := array(1.. 2,1.. 2,[[T11,T12],[T21,T22]) "°; 
>> maple( T := create( [1, —1], op(T_compts) )') 

ans = 

T := TABLE([index char = [1, —1]}, 

compts = matrix([[T11, T12], 
[T21, Т22]])]) 

>> maple('h := create([1 ,一 1j,array(1..2,1..2,[LH11 ,H12],[H21,H22])) > 
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ans 一 
h := TABLE([index_char = [1, —1], 
compts = matrix([[H11, H12], 
[Н21, Н22]])]) 
>> maple( hinv := сгеаіе(— 1,1], аггау(1..2,1.. 2,[[h11,h12]J,[h21,h22]])); ) 


ans = 
hinv := TABLE([index char = [—1, 1], 
compts = matrix([[h11, h12], 
[h21, Һ22]])}) 
>> maple('NewT := change_basis( T, h, hinv )') 
ans = I 
NewT := TABLE([index_char = [1, —1]], 
compts = matrix([ 
[h11 x H11 x T11+h11 * H12 * T21+h12 x H11 x T12+h12 x H12 x T22, h21 * 
H11 * T11+h21 x H12 x T21 + h22 x H11 x T12+h22 x H12 x T22], [h11 x H21 
ж T11+h11 * H22 x T21 + h12 + H21 х T12+h12 x H22 x T22, h21 * H21 x T11 
+h21 * H22 x T21+h22 x H21 x T12+h22 x H22 x T22]]),) 


由 于 篇 幅 限 制 ,本章 只 介绍 几 种 常用 的 张 量 运算 函数 和 命令 。 如 果 需 要 了 解 更 
多 的 张 量 包 中 函数 的 用 法 ,利用 命令 


>> mhelp tensor[ 函数 名 ]] 


可 以 查看 该 函数 的 具体 用 法 。 


习 题 


用 MATLAB 求解 下 面 的 习题 , 要求 写 出 MATLAB 命令 行 。 
1 2 3 4 
1 —1 2 3 

9.1 RER 4 的 秩 。 


0 2 3 1 


1+1 t 1 
9.2 жш) 0 31 Sarapa. 
a 6 e 
9.3 EHER A= ,B= ;计算 4XB 和 BXA。 


h 


C 


9.4 R F3$1J EE ШШЕ. 


习题 


8 
(1) А= |1 6 2|; (2) B= 
2 


—1 


о о о N 

оо N © 

© N о о 

о о о © 
о 


9.5 求 下 列 矩 阵 的 本 征 值 与 本 征 矢量 : 
一 1 0 1⁄2 
0 0 0 


„Же“, 


0 
0 
1 
3 
2 | 的 行列 式 值 。 
1 


3 
2 iata с-га 2р, 


一 1 — 


> 
, 1 | AEDE A MISELARA OARE RESE. 


Xsin(y) х"+у 
1 


82 


9.10 Жузу 


е iry 


xyz 
9.11 ЖЕ | zy 
yz 
1⁄2 —1 


9.12 ”把 矩阵 ! ур елиш. 


对 (x у z) 的 偏 微 分 。 


2 
9.13 解 方程 al | =0 


1 4 
1 O 
9.15 КЕ 2 2| 列 向 量 的 标准 正 交 基 。 
0 1 


9.16 在 MATLAB 中 生成 一 个 五 阶 的 单位 矩阵 和 一 个 四 阶 的 随机 矩阵 。 
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9.17 查看 MATLAB 帮助 文件 ,学 习 在 MATLAB 中 如 何 生成 下 列 特殊 和 矩阵: 
(1) Hankel Æ; 

(2) Hadamard jh ; 

(3) Hilbert 矩阵 ; 

(4) Toeplitz 矩阵 。 


9.18 在 MATLAB 中 利用 MAPLE 的 张 量 包 生 成 一 个 零 阶 张 量 ( 标 量 )[a] ,一 
ы E |2" “|. 


аз1 a22 
x 0 1 
9.19 Æ MATLAB 中 利用 MAPLE КЖ Є ЖЕКЕ y ху zx| 和 一 
0 0 之 


ИКЕ (т, п) р. 
9.20 列 出 MAPLE 的 张 量 包 的 各 个 函数 及 其 功能 。 


1. 用 求 和 约定 改写 下 列 各 式 : 
(a) ав=2# ar 209 ал? ++ дф м 


дх! 3x T 

dx* дт! ах! 2Əx“ ах? дх* ах“ 

dt 9zl dt ЦЕ: dt + Tor" dr 

(c) (HEE H Ha 

(d) ds? = ру (dz! D° +ga (dr? )? + gs (23) =g; dzidzi,g; i =0, 156} 


3 3 
(e) > > g, dz’ dr? 


p=1 q=1 
解 (а) a= 对 dz: 
дх 


(b) 


(c) xixi Os 

(d) ds? = gu dztdx*, k=1,2,3 

(e) gpdr’dz? (三 维 空间 N=3) 

2. 将 下 列 求 和 约定 的 表示 式 写 成 多 项 求 和 表示 式 : 

адхі дз 
ERIT дг 


(а) aprts (b) A,A; (O в» (三 维 空间 М=3). 
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N 
N 
解 (a) >) адл =ar Карл? Hetana 


N 
(b) > АА" =A A" HARA” +. РАМА“ 


(c) En = УУ 9 дт” z әк 


j=l k=1 


3 А ñ 
дх' дх! gx’ дл? дх? Ir’ 
= > (za У® уу; T gn 555 525 + gn 5 =) 


全 azr дт Әх” дт? дх” ar 
_ Әх! gz дух} да? дх! дл? дх! 
Вп 927 or 8% Эт ox 8 Jr дт 
Ir! да? да? дла? Ir? да? 
T gu эу 97 | Bn эту уту + Su эту эү 
єк, 92 дл? д2? Ix Iz? дл? 
8з 917 дл, 8% 917 or 8% 37 or 


3. 在 直角 坐标 系 x*,k 二 1,2,… ,NN 中 ,下 列 各 方程 当 N=2,3 或 N 之 4 时 表示 
什么 轨迹 ? 设 这 些 函 数 是 单 值 .连续 可 微 .独立 的 。 

解 (а) asr* 二 1, 式 中 ai 是 常数 。 

N=2 hf ar 十 azx' 一 1, 是 二 维 空间 的 一 条 线 , 即 平面 中 的 一 条 线 。 

N=3 Hf air! + аа? + азх? 二 1, 是 三 维 空间 中 的 一 个 平面 。 

N4 时 ,az 十 azz2 十 … 十 axvzw 一 1, 是 超 平面 。 

(b) XX k— 

N=2 B, (DE (x?)? 王 1, 是 平面 中 单位 半径 的 圆 。 

N= 二 3 时 , (xz)? 十 (x?)? 十 (zx?)? 二 1, 是 半径 为 单位 长 度 的 球面 。 

М24 Bl ,(z' E ( 式 六 十 … 十 (x*Y)? 二 1, 是 半径 为 单位 长 度 的 超 球面 。 

(с) х*=х“*(и) 

N=2 ff, 一 xi(w),x! 一 x?(u) ,是 平面 曲线 的 参数 方程 。 

N=3 时, z! = x! (и), 2 = x) (и) а? = а (и), а= 2 间 的 曲线 。 

М24 әх! =r u), a =a u), S u), E N 维 空间 的 曲线 。 

(d) х= х (u.v) 

N=2 hf, z! = x! (u,v), а? =x? (u,v) ;是 将 (u,v) 变 换 到 (x! ,zx?) 的 坐标 变换 。 

N=3 Hf, z'=x'(u,u),z2 = z (u,v), =r (u,v), 是 三 维 表面 的 usw 参数 
方程 。 

N 之 4 时 ,是 超 表面 。 
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逆 变 矢量 、 协 变 矢量 和 张 量 


4. 写 出 下 列 张 量 的 变换 律 : Ca) А | s (b) Вл (c) C”, 


__дх?да?дх*„, 


p 一 二 -一 
М (a) As, Ir Ir Or” `* 
5 дх*дх“дх' да? дх* 
bq — — — т, 
(b) p, дх”дх"дх'дх*дхт' l” 


(с) С*=9Х” с» 


m 


5. AG ,ma) 是 坐标 工 的 函数 ,变换 到 其 他 坐标 系 时 ,符合 下 列 变换 律 : 
gzi дх* дл" Әх" 
ах? Izt Ix! Әх" 

WA 是 不 是 张 量 ? (b) 若 是 , 写 出 该 张 量 符号 ;(c) 给 出 道 变 和 协 变 的 阶 数 
和 秩 。 

解 (а) 是 张 量 ;(b) А"; (с) 三 阶 道 变 , 一 阶 协 变 ,3 十 1 二 4 Ж. 

6. 试问 下 列 的 量 是 不 是 张 量 ? 车 是, 问 其 是 逆 变 还 是 协 变 ? 并 给 出 其 秩 。 
(b) 9002) 


дх* 


A(p,g,r,s) = 


A(j,k,l,m) 


(a) ах“; 


解 (a) BRER TST aea"), TPE dr = art РШ dr 是 一 
ИШКЕ ИУ КН. EE k MEER. 

(b) Ж rt =z (r,a? e O RET $ E rt 的 函数 ,因而 也 是 z: 的 函数 ,于 
E ф(х! 2° . ,TN )==ф(х! 2? pea) ‚ЕП 多 是 标量 或 不 变量 ( 零 阶 张 量 )。 根据 求 偏 


2$ 2$ _ 9#é да" Әл" 2$ a$ Як — _9дхл* 
导数 的 链 式 规则 ,5 дх? дх*дхї' Әх! озї F 82 КА А = A, 一 样 ， 
所 以 ?5 是 一 阶 协 变 张 基 或 协 变 矢 量 。 


注意 : 跑 标 出 现在 2 的 分 母 里 ,其 作用 犹如 下 标 而 表示 了 协 变 特性 ,具有 分 量 


SE КЗК ВЕ ИПА $ 的 梯度 gradg 一 样 ,写成 grady RVS, 


7. 一 协 变 张 量 ,在 直角 坐标 系 中 具有 分 量 ry 2y z ,xy, 试 求 在 球 坐标 系 中 的 
协 变 分 量 。 
Ш ФА, 表示 张 量 在 直角 坐标 系 x! 一 x,x? 二 y,x == 中 的 协 变 分 量 , 则 


А = х2, A, = 24? — (2332, A, = rr 
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ЛУЧЕ ЕНЕ В Я]. 
令 A, 表示 张 量 在 球 坐 标 系 z! =г,т? =@,х® =$, 则 
А, = 2 ZA, (A.D 
ax 

两 种 坐标 系 之 间 的 变换 关系 是 
zx! = хі sinz’ cosx? 
д? = х!ѕіпх? sinz’ 
z? = zx! cosz2 

H (A. Waku 

А, = IA + А, + TA, 
ax 


= (sinr’ cost?) (r'r?) + (sinz sinr?) (202 一 (zs)2) | 
+ Ccosz’) (r'r?) 

= (sin0cos$%) (ғ? sin gsinpcosp) 
+ (ѕіпбсоѕф) (2ғѕіпбѕіпф 一 r cos’ 0) 
+ (cos0) (ғ? sin0cos0cosge) 


дх! да? Ir’ 
А = РА! + s= A + эт As 


= (ғсоѕӣсоѕ) (ғ? sin? Osingcosg) 
+ (rcosOsing) (2rsinOsing — r° cos°0) 
+ (— rsin0) = ESA 
ЕЕ gx 


А,= ЗА +2 SA, + 


(一 арар) (rz sin? :gsinpcosp) 
+ (rsin0cose) (2rsin0sine — г? соѕ? 0) 
+ (0) (° sin0cos0cose) 


8. 即使 A, 是 一 阶 协 变 


522 不 是 张 重 。 
т 
证 由 假设 Д, 9А, оў 求 导 。 即 


JÅ; Әх” JIA, Par’ 
дх* Әх! drt ` Əxiəzr" ? 


Ix? дА, Ix! 32 z? A 
gz: Әх" Әх! ' ƏztƏəx/ `? 
Әх? дх" дА, а?а? А 
дт? Әх* да ƏrtƏxi ? 
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因为 等 式 右边 出 现 了 第 二 项 ,2 入 不 符合 张 量 的 变换 律 。 
。 илк ARERR NAREN. 
证 任 一 点 的 场 速度 在 坐标 系 rh y ЧЕ, ЕЛЕЕ z tp ЖОО 
据 链 式 求 导 规则 ,有 


ах! _ дт? dr? 
dt дх* dt 


这 表示 速度 是 一 阶 道 变 张 量 或 逆 变 矢量 。 


克 罗 内 克 符 号 6 
. 计算 (a) AT; (b) 8261。 
，_ /lp=g 
ж ”因为 6 M =Z BA 


(а) А. =A., ; (b) 881=д° , 


11. КЕС =, 
дж 

N РИ gz” N 

ЭСЕСИНЕ 
ax? Ap 
дд" д: 

дж? OX! 
12. ЖШ == 0 


证 坐标 z* 是 坐标 z* 的 函数 ,z* X E z" RA zx? 是 zz 的 函数 。 根 据 
链 式 求 导 规 则 以 及 题 10 和 题 11 的 结果 ,有 


Jx? _ дла? Ix’ 


— SPSq — S 
дж” Jx’ Ix 9,97 ò; 
__ yP 
13. # Абди, Е As — Z A? 
r — FP 
证 MZ RA = ZA, 
А дт дх* 


дх'-у„ __ дж" Әх? = 25 а мло Ar 
PA ах? P A А А 


令 r 二 g, 就 是 本 题 的 结果 。 证明 可 用 于 般 的 情况 ,有 横 和 无 横 的 量 可 
以 互 换 。 
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. 证 明 0 是 二 阶 混合 张 量 。 
证 若 必 是 二 阶 混合 张 量 , 则 应 应 符合 下 面 的 变换 律 : 


等 式 右边 的 2 0 12 题 ) AA =S LGS) =S) A 
证 明了 8; 是 二 阶 混合 张 量 ,符号 用 得 正 合适 。 


1, 
注意 ,我 们 有 时 用 9,, 一 ("作为 克 罗 内 克 符号 ,尽管 它 不 是 二 阶 协 这 


张 量 。 
张 量 的 基本 运算 


15. # A”#, 和 BA, 是 张 量 , 试 证 它们 的 和 、 差 均 为 张 量 ，。 
证 因为 A*,、B*, 是 张 量 ,所 以 


дх! gzt Ix 


Аш = 3x? Ix OX! 
ВА, = дх? дх* дд” 
Ix? Jx! Әх! 
相 加 : 
A, 十 B, = = дт “= САЙ, + В?) 
相 减 : 


5; 5 _ Әл! дх* да" 
АА, — ВА, = (Ага, — В? 
! Ix? Ix! дт! г ) 


ІД А? 十 B2 А? — В? А А? В? 同 阶 同 类 型 的 张 量 。 
16. # А? M В: 是 张 量 , 试 证 C2 = AtB: 也 是 张 量 。 
证 KA Ar, B 是 张 量 , 所 以 
жа дж? дх* Ix pq 
Аш = Ix? Ix! дх! PA 
В" — 22" дл" 
В дх* дт" 


er 


相 乘 ， 
Б дї? gzt Ix Iz” Ox! 
А? В” = = А? B: 
Ix’ Ix! Ix! Ox’ дт" AtB; 


这 表明 А? В: 是 p.q s 道 变 和 r,t 协 变 的 五 阶 张 量 , 记 为 Cn 。 我 们 称 C = 
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张 量 的 基本 运算 


АВ: H A?! AB: IR. 

17. $ Ан„ 是 一 张 量 ,(a) № p = t AiE A 是 张 量 ,并 问 是 几 阶 张 量 ? 式 中 用 
了 求 和 约定 。(b) Ж рег д = s, WE А? 是 张 量 , 它 的 阶 次 为 多 少 ? 

证 (a) 因为 А? 是 张 量 , 所 以 


T; дт! Әх* дх" дх* Әт' 
ж — Am, (А. 2) 
А: дх? Ix! дх' Әх" Әх" 


_ дх* Әл? дт* CEM 92° 
дт? Әх? дл" Әх' Әх" 


дх* Әх" дх' A pa 


eerst 


= ё, Jx Ix Әх" 


— дх* IL Ir 
дж" 3x! 3x” |. 5p 
= дл! дх' IX Ва 
Ix дх' дх" `" 


故 Ач, (BD Bs ) 是 三 阶 张 量 。 张 量 中 逆 变 指标 与 协 变 指标 相同 ,取代 并 求 和 的 
过 程 叫做 缩 并 。 缩 并 一 次 , 张 量 降 阶 二 次 
(b) &j=n, k=m, WCA. 2) 为 


Ixi дх* Әх” Əzx° 92 Ара) 


дх* IL? Əz! Әх* Di 


+ 
At = 


_ ðr дл? QZ дх* 2Z A pa 
Ixi Әх? дх*дх“ ar U 


= д8} AM, 
Ө әр 
= FA tp = 521 , 
А? BE C,) 是 一 阶 张 量 ,两 次 缩 并 降 阶 四 次 。 
18. WEKE A ,的 缩 并 是 标量 或 不 变量 。 
证 


令 二 并 求 和 得 


SAL EDER, A A ,是 由 二 阶 张 量 缩 并 一 次 而 成 ,二 阶 张 量 降 阶 两 次 ,成 
элинге жакш жк. 
19. 试 证 张 量 A’ M B, 外 积 的 缩 并 是 不 变量 。 
证 WA THI B, ERKE, 
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则 


WHARA =k 并 求 和 ) ,得 
AB, = 92! IX дов, _ SAB, = A°B, 


дх? дт? 


故 得 А”В, 是 不 变量 。 
张 量 相 乘 以 及 缩 并 的 过 程 叫 做 内 乘 , 其 结果 叫做 内 积 。 因 为 AB, 是 标量 ,所 以 
通常 又 称 为 张 量 A* ЯВ, АЯ. 
20. 试 证 张 量 4* ,和 B%, 的 任 一 内 积 是 三 阶 张 量 。 
证 证 法 一 
А,В, А,В", 
S p 二 t, 缩 并 , 求 和 和 。 证 其 结果 Ar ,B4 ,是 三 阶 张 量 。 根 据 假设 ， 
дх! дх” дх* 


ЖА», В", = SZ Ве 
Әх? gx“ T? Ixi дх* Әл" 


дї? Ix Əz! дх" дт 
Ix? дх* дх" Or’ дт? 


A, B::, 


А!,В m, = 


Ix Әх! ƏT” 
? Әх* Ix! да? 


A? BE, 


Jar JZ ә" 
= = = AB, 

上 式 表明 A*,B“:, 是 三 阶 张 量 。 同 样 可 证 ,对 g 和 7 或 和 + 缩 并 ,其 任意 内 积 
都 是 三 阶 张 量 。 

证 法 二 

两 张 量 的 外 积 仍 是 张 量 , 外 积 张 量 的 阶 是 两 相 乘 张 量 阶 数 的 和 , 故 A2 Ве. ВТ 
数 是 3 十 2 二 5。 因 为 缩 并 一 次 , 降 阶 二 次 ,因此 ,A*,B%, 任 意 缩 并 一 次 , 张 量 的 阶 数 
是 5 一 2 一 3。 

21. B, HERK AAE X, а, г), tE Xp, а, r) Вт, =0, RE 
X(p,q,7r)=0。 

证 内 B%, 是 任意 张 量 , 选 一 个 不 为 零 的 特殊 分 量 ( 例 如 g=2,r=3 的 其 中 一 
个 ) ,而 其 他 分 量 均 为 零 , 则 X(Cp,2,3)B2: 一 0, 因 B40, L XX(p,2,3) 二 0。 同 
HEA с 的 所 有 任意 组 合 , 均 可 得 X(p,q,r) 二 0。 故 命题 得 证 。 


对 称 张 量 和 反对 称 张 量 
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22. А(р,д, MP ÆRA rt 中 的 一 个 量 ,4(0pqr)B42 =C. s A F Bu. R 0 
张 量 ,C', 是 二 阶 张 量 , 试 证 A(p,q,7) 是 张 量 。 
证 在 变换 了 的 坐标 系 r 中 ， 


于 是 
ат дх" Jx _ Jz” дх? ñ 
A(j,k， 1 Əx: дт! “= дл? or’ "p 
Jz” dx? qs 
= этү А (р,9,ғ) BË, 
或 
Әх" [ 9z° а= — 9 s 
SEE JA Gk D STA (за |в", = 0 
Әх" — 4 
(RER on ж}. 
дх* ax” s 
[55 AGk, р 55А, а |в, =o 
或 
дх* д 
Ee 和 OO 一 5 з |в, = 0 
因为 Ве 是 一 任意 张 量 , 根 据 上 题 , 有 
ax! TA Gk D — SEA q = 0 
ax! 
дх* дт" 
55% 5.73, 18 
Де: 2x’ 9x" да" _ 
бё А (7,6,0) 5 Эти 9374009") = 0 
或 
AG .m,n) = Әл? Әз" дл" 


Әх? Әх" Әл" 
证 明了 A(p,g,7) 是 张 量 ,正好 用 符号 А.к. 
本 题 是 商定 律 的 特殊 情况 ,商定 律 的 内 容 是 :车 X 与 任意 张 量 B 的 内 积 是 一 张 
量 C, 则 X 是 张 量 。 


对 称 张 量 和 反对 称 张 量 


23. AKE B 和 好 在 一 个 坐标 系 中 关于 p 和 9 是 对 称 的 (反对 称 的 ) , 试 证 明 它 在 
任 一 坐标 系 中 关于 p 和 9 仍 保持 对 称 ( 反 对 称 ) 。 
证 因为 只 涉及 指标 p 和 9g, 我 们 也 只 要 就 B” ЕЕН. 
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(a) + В? ЕЗ] ЖЕН) . 


B” = Be 
JI 
Ba _ IT IT? np — ITË Әх» ры 
b дх? Jx’ дх* дз? В 
同 理 可 证 在 АЧ В, 也 保持 对 称 。 
(b) Æ B2” 是 反对 称 的 ， 
В =— Be 
MJ 
B 一 дз? дх* pa дх* дх! q —— Bs 
B дх? дл" дл" ЕР В 


也 可 证 明 在 zx’ 坐标 系 中 B,, 保 持 反对 称 。 
上 述 结论 ,当然 对 其 他 的 对 称 ( 反 对 称 ) 张 量 都 有 效 。 
24. 试 证 : 每 个 张 量 都 可 表示 为 一 对 协 变 或 道 变 对 称 张 量 与 反对 称 张 量 之 和 。 
证 考察 张 量 B”, A 
В“ = ZB" + B%) + + CB — Ве) 


但 
R*4 = + Be + В?) = R” 
是 对 称 的 ， 
So 一 CB?? В®) 一 一 Sm 
是 反对 称 的 。 
同 理 , 上 述 结论 对 任何 张 量 都 成 立 。 
= 9084 BU + +(B— В) = R+ S 
R 是 对 称 的 ,S 是 反对 称 的 。 
25. 若 G 一 axA7A4, 试 证 :通常 能 将 该 式 写成 P=b,A At, AP Б, Ж. 
证 Ø= aA A*t =a АА! =а,А?А*, 
2Ф = aAA + ay A AF = (аһ + а )А?А* 
R. 
Ф = -у(а„ Tas )AJAt = БАА 
式 中 


б» 一 5 lan Fay) = б 
是 对 称 的 。 


和 矩阵 
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Ж БЕ 
3 1 一 2 2 
26. 写 出 矩阵 A=] 4 一 2 3,B= | 一 4 
一 2 1 一 ! 1 
了 一 4 一 四, 积 Р=АВ,О=ВА. 
3 1 一 2 2 0 
Йй S=A+B=| 4 一 2 3 十 | 一 4 1 
一 2 1 一 1 1 一 1 
5 1 一 3 
=| 0 一 1 5 
一 1 0 一 1 
3 1 一 2 2 O 
D=A—B=| 4 —2 3|—| —4 1 
—2 1 —1 1 一 1 
1 1 一 1 
=| 8 一 3 1 
—3 2 —1 
3 1 一 2 2 о 
P=AB=| 4 一 2 3||—4 1 
一 2 1 一 1 1 一 1 
0 3 —1 
=| 19 —5 一 8 
— 2 4 
2 0 —1 3 1 
Q=BA=|—4 1 2 4 一 2 
1 —1 0 一 2 1 
8 1 一 3 
一 | 一 12 一 4 9 
一 1 3 一 5 


表明 АВ-=ВА ,矩阵 的 乘法 一 般 是 不 可 交换 的 。 


0 一 1 
1 2| Ж S=A+B,2 
—1 0 


—1 


一 2 


—1 
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27 若 4=|( 2 as- ,| ЕСА В) (А В) А42 — В? 
: —1 3 3 —2/' ° 
1-3 3 —1 
证 A+B= АВ ( )， 
证 A+ [ ) _, ТЕЁ 
1 зу 3 =I /—9 14 
(ATB) (A= B) =] )( )=( ) 
2 1/\—4 5 2 3 


к(а Ja а) а) 


e E A 79 


› 2 3 5 _ 7 —6 _ — 4 11 
A-B = [ в) (， 10)= (_ _›) 
ВЕЩА В) (А – В) 54° — В? ,{Н(А РВ) (А – В) = А? —– АВ + ВА — В? 。 
28. НЯН E I H 233683 РЕ Ca BE Е, СЬ) КЕ, У N 一 3。 
@ (a) EATE A = ZA TER 


Әх) дх' Ir? 
Әх) дж! Әх! 


于 是 


过 | |25) gr Әх? 
A: дх? gr: Әх? Аг 
А, А» 


ax! RESA дл? 
дх? dx’ Әз? 
可 以 用 上 述 的 列 矢量 表示 ,同样 也 可 用 行 矢量 表示 。 
Әх дл! Әх! 
дах! дах? Әз? 
dx! дж? дд? 
дт! ðr? Ər’ 


(А, А» А,) 一 (A, А, Аз) 


(b) 变换 方程 A* — 22” Z” A 可 写成 


OE дх* 

gr! Әх! Әх! дх! Ər? да? 

А! Дд” Дз дх ð Әл? А! А? АЗ дх Әх! дт! 
_ a Jr? Jr? дт? a| laz! ar Әх? 
An д2 даз | |5. 21 22 з| от ох 
ди де од» 3x! ð Ir’ A A A Әх? да? Ar? 
А _ _ _ 31 32 33 E _ _ 

Jx? Ər? Әх? A A A Әх! Әх* Ir? 


azl 3 Ir ar? Әх? Ir 


线 元 和 度量 张 量 213 


这 些 结论 可 推广 到 N> 的 情况 ,但 是 对 于 高 阶 张 量 ,用 和 矩阵 符号 是 失败 的 。 
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29. # d? = gado dr! 是 不 变量 , 试 证 gx 是 二 阶 协 变 张 量 。 


证 шї 25,6=d ,4 一 dr 和 A 一 dr: ,gx 可 以 选 为 对 称 的 。 还 因为 ds: 是 
不 变量 ， 


g, dr’ dr" = райх алё = gn Sas az ах“ 


дх* 
КА дл? дл 一， 一 
Bn ат? gr dr 
于 是 
一 Iz дл" 
Ep 一 


所 以 gn 是 二 阶 对 称 协 变 张 量 , 称 为 度量 张 量 。 
30. 6. (а) 柱 面 坐标 系 ,(b) 球面 坐标 系 中 的 度量 张 量 的 矩阵 表达 式 。 
解 (а) 柱 面 坐标 系 
x = рсѕоф, y = psing, z 
dz =— psingdg 十 соѕфір 
dy = ocospdp 十 sinpdo 
dz 一 dz 
ds: = dz? + ау? + dz? 
= (— osinede + cosedo)° 
+ (осоѕфіф 十 sinpdo) + (dz)? 
= (40)? + о’ (аф)? + (dz)? 


# х =p, = фл? =z, M] gnu =l, gz D, B33 1 ,其 余 均 为 零 。 故 度量 张 量 的 矩阵 
形式 为 


II 
x 


gu 82 gro 1 0 0 
Er = |з gz gz | = |0 е 0 
Еи Ез Ez 0 0 1 


(b) 球面 坐标 系 
x = rsinĝcsop, y = rsingsinp， z = rcos0 
dz =— rsin0sinedg 十 rcosgcospdb 十 singcospdr 
dy = rsin0cosede 十 rcosgsinpdb + singsinpdr 
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dz =— ғѕіпбаб 十 cosOdr 
(ds)? = (ах)? + (dy)? + (ағ)? 
= (dr)? + r° (d0)° + r° sin° 0(de)° 
Ж r = r, z° =0, x° 一 g, 则 度量 张 量 的 矩阵 表达 式 可 写成 
1 0 0 
0 т? 0 
О 0 risin’0 
一 般 , 对 于 正 交 坐 标 系 ,gj 00566). 
би 802 ёз 
31. (а) 用 第 二 行 及 其 余子 式 表示 行列 式 g 一 |g2 во gzl; 
&3 Ёз? бз 
(b) 说 明 СС) Sg RP GG, ) 是 g& 中 gx 的 余子 式 , 这 里 只 对 & 求 和 。 
解 (а) gi 的 余子 式 是 从 行列 式 g 中 划 去 gx 所 在 的 行 和 列 而 得 的 行列 式 , 并 带 
有 (一 1)”* 的 正 负 号 ,于 是 


gu Е 
gu 的 余子 式 = C |” 5 
Ез 833 
gu Zg 
gzz 的 余子 式 = С-1) | 2" 
831 B33 
g&u g 
кз 的 余子 式 一 (一 D2 | С" 
B31 8632 


将 这 些 余子 式 分 别 记 为 G(2,1) .G(2,2)、.G(2,3)。 由 行列 式 的 基本 原理 ,得 
818662,1) + gxG(2,2) + gaG(2,3) = g 
(b) 应 用 (a) 的 结果 于 任意 行 或 列 , 有 g GO =g RP АЫ k RAL 
这 个 结论 对 N 阶 行列 式 g = |6, | 均 有 效 。 
32. (а) 试 证 g, G(3,1) g, G(3,2)+gsG(3,3)=0; 
(b) WHE gxG(p,k) 二 0 Gp), 
Вп B12 Bis 
证 (а) |з g2 ga | =0 
Бл 820 #23 
因为 后 两 行 相同 , 按 最 后 一 行 展开 该 行列 式 有 
8216(3,1) + 2603,2) + 63603,3) = 0 
(b) 若 行列 式 中 任意 两 行 ( 或 列 ) 相 同 , 由 (a) 证 明 的 结果 可 知 g G (р.в) =0 
G= р) ,该 结论 对 N 阶 行列 式 均 有 效 。 


~ 大 G E - 2 
33. 定义 z 一 如, 式 中 GG OÈ gi 的 余子 式 , 且 行 列 式 g= | g, | 0, bë 
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证 Brg” ==? „ 

` ССр) __ k — 

证 由 例 31 知 gx 一 一 1, 或 gxg" 一 1, 式 中 只 对 & 求 和 。 
1, p= j 
0, pj; ° 
虽然 我 们 已 经 用 了 符号 g* ,但 并 未 说 明 它 的 意义 ,也 未 证 明 它 是 二 阶 逆 变 张 量 。 例 
题 34 将 要 证 明 它 是 张 量 。 注 意 余子 式 写成 G(j,&) ,而 不 写成 G ,因为 在 通常 的 意 
义 下 , 它 不 是 张 量 。 而 在 下 面 的 例题 中 就 证 明了 它 是 二 阶 逆 变 张 量 ,用 符号 GX 的 概 
念 展开 张 量 正 合适 。 

34. 试 证 g* 是 二 阶 对 称 逆 变 张 量 。 

证 因为 g; 是 对 称 的 ,G(j 有 是 对 称 的 ,所 以 g” =S EB, 车 B° 是 
一 任意 逆 变 矢量 ,B, = z, B 是 任意 协 变 矢 量 , 用 gz 乘 上 式 , 有 

Е”В, = gg, B” = òB’ = B 


‚Ё чә. А 
H 32 知 g Eo 或 gxg* 一 0( 若 关门 ,于 是 gag” — a= 


或 
B: = g B, 
因为 B, 是 任意 矢量 ,由 商定 律 可 知 ,g* 是 二 阶 逆 变 张 量 , 张 量 с^ n 2 РЕ 
张 量 。 
35. bK F DS ЛЕК Ж rH Bg E АКЕ, (a) 柱 面 坐标 系 和 (b) 球 面 坐标 系 。 
E (а) 由 例 30(a) ,有 
1 0 0 
g=|gx|= 10 р 0l=p 
0 0 І 
g" __ 8 的 余子 式 _ 1 е 0 == 1 
g člo 1 
g” = £2 的 余子 式 _ 111 中 -和 
8 е |0 | р 
в = gas 的 余子 式 _ 1 1 0 = 
£ pa 0 р" 
12 — 812 的 余子 式 _ 1 0 0 КА jk — : 
g g Z lo {| ^ 0 g" = 0, JJ = Ë 
BAS EE TH ЛЕ Sp Ж rH JE Së E БЇ sk B: УЕ E É sÉ 8 
1 0 0 
0 1/0? 0 
0 0 1 
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(b) 由 例 30(b) ,有 
1 0 0 
= |0 ғ 0 = rtsin20 
0 0 rsio 
与 (a) 相 似 , 可 求 得 


в =1, g? == 1/0, g” 一 1/2sin20 
而 g =0(j>k) ‚ТУ Pk ТЕТ ЧЁ} ЖА tH Н) Ж S БЕ Et ЕК БЕН) $ ЕЁ sÉ У 
1 0 0 
0 1/* 0 
0 0 1/rsin2b 
36. 试 求 符合 dé = 5 (ах) + 3(dz2)2 十 4(dzs)2 — вах! dr? 十 4dzzdzs 的 g 
Ag”. 
Ж (а) gu =5, gr =3, #3 4,812 = —3, gx = 2, gi = #1, 823 = Eo бїз TEn 一 
0, 所 以 


g= |—3 3 


> N © 
| 
н. 


(b) gx 的 余子 式 G(1 ,) 是 
G(1,1)=8, G(2,2)=20, G(3,3)=6, G(1,2)=G(2,1)=12, 
G(2,3)=G(3.2)=—10, G(1,3)=G(3,1)= —6 


则 有 
в" =2, 8 = 10, 8" = 3/2, gÚ = g" =3, 
g”? = g? =—5/2, g”? = g =— 3/2 
ТЕЖ ERE CGO HI(g WERE RERE 工 , 即 
5 一 3 0 2 3 — 3/2 1 0 O 
一 3 3 2 3 10 —5/2|= |0 1 0 
0 2 4J|—3⁄2 —5/2 3/2 0 0 1 


相伴 张 量 


37. Ж A; = gA", WWE A'=g#A;, 
证 Же Aj; 二 gnA* 等 式 的 两 边 , 得 
g#A; = g"gnA' = 4At = А 
即 
A? = БА, 


相伴 张 量 


或 
А* = g*A, 
称 一 阶 张 量 А, 和 A* 为 相伴 ,它们 分 别 表 示 矢 量 的 协 变 和 逆 变 矢量 。 
38. ТАШ: (а) І? = g, APA 是 不 变量 ; (b) 12 =6"А,А,. 
证 (а) £ A, 和 A* 分别 是 矢量 的 协 变 和 道 变 矢量 , 则 
А, = PZA, А+ = 9Z° Aa 


дх* 


A,A’ = = A,A: = AA = А,А = A,A: 
所 以 A.A: 是 不 变量 , 记 为 L° ,L2 可 写成 
І? = A,A: = g#A*A: = gpA?*A’ 

(b) 由 上 述 表 明 15^=А,А”=А,&#” ,А,= к” AA = &?"А ,А, ЖЕЛАЕ L = 
VAsA? 称 为 具有 协 变 分 量 A。 和 逆 变 分 量 A* 的 矢量 的 大 小 或 长 度 。 

39. Æ A’ MB ÆRE, WWE: 

(a) g, AB 是 不 变量 ; 

g, AB . 
АРАВ AR 
证 (а) 因为 两 矢量 的 标 积 是 不 变量 , 即 A*B, 是 不 变量 ,所 以 
АВ, = А? pB’ = g, A'B? 


(b) 


是 不 变量 。 
(b) 因为 AA, ЯП ВВ, 是 不 变量 ,gwA2B" 是 不 变量 ,所 以 
Ep, AtB! 
/'СА?А p (BB,) 
是 不 变量 。 
定义 
cos0 = ga A" B° 
VAA BB,) 


为 矢量 A” MB 之 间 夹 角 的 余弦 , 若 gu ABI = АВ, =0, I| Bj X En ТЕ 2 H. 
40. 建立 下 列 相 伴 张 量 的 关系 ; 
(а) AHR Apes (b) ААА; (с) А ЖА, 
Й (a) Ан = gigi А „А „<р g g A" 
(b) АА = Z g, A sË A =g"g"A;*, 
(с) АЛМ =” вн EUA Й А = g, g gA. 
41. 试 证 在 三 维 曲线 坐标 系 中 O ,6s 和 Ө RE 
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соѕб = — 2 ， cosb = —Ë ， cosh, = — 8 
м 811822 > м B22 зз м 833811 
证 方法 一 . 
沿 曲线 坐标 з, W Ë, z? ЖН, ШЫ pk EF Et JE =Ñ 
452 = gu (dz!) 
或 
фа! _ 1 
ds £u 
TEW 的 单位 切 矢量 为 
Aí 一 дї 
B11 
类 似 地 可 得 沿 曲线 坐标 x? , >` 的 单位 切 矢 量 分 别 为 
А; = — A; — s 
B22 833 
Ат 和 A; 之 间 夹 角 的 余弦 
1 1 gız 
cosh = gp APA] 一 gov 808% = 
, , g&u 822 ы М 81 822 
同 理 可 证 后 两 式 。 
方法 二 . 
gi ° gz 一 | 8: || 8&2 | cosa, cosĝ = — 8 
VSII м B22 


42， 试 证 正 交 坐标 系 中 gr = gs 一 gs 一 0。 
证 用 0 二 8 二 二 90 代 人 题 41 中 , 即 可 得 命题 的 结论 。 并 可 用 g, =, Н 
事实 ,得 g 一 ga 一 ga 一 0 
1 1 1 


43. 试 证 正 交 坐 标 系 中 gu gr рс 83 。 
证 从 题 33 可 知 
g” gs = Ó, 
E рд 1, вва 1 R д! gn tg’ ga teg’ ga 一 1, 因 为 
Вр = 0 (p з q) 
故 有 
Т! 
Вр 
въ = —— 
£ 


同 理 可 证 , 若 


克 里 斯 托 费 尔 符号 


p=g=2 
有 
8&2 一 z 
# 
р=9 = 3 
有 
833 一 р 
克 里 斯 托 费 尔 符号 
s 5 5 
44. 证 明 : (а) [pg,yr] 一 [gp,r]; (b) | |=| J: (c) Гра.) |. 
РЧ qp : bq 
证 证 法 一 
„1 (98r 98 98; 
(а) [29,ғ]= 5 (Бк + Эл” ) 
ri an 7) Гар.) 
5 S 
(b) | |=к” Тре [qp.r]= | | 
РЧ qp 
$ А 
(о я> | = вык" [par] =a par] = Cpa 08 роо] в, | i m 
pq Pq 
$ 
Гра) | 
pq 
证 法 二 
因为 
да, _ [F дв |“): 
3v ` і z 2 P £ 
所 以 -> 


дж! 


да, “= 1) да: 


r 
tijk} = > || 
U 
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28: = 2 (25) 2 (> \= 28 
дт? дх! (gz: o ar дх? dr 
. .. k Ë 
tij sk} = (31,0), 人 上 И 
1] ji 
45. 试 证 : 
д 
(a) -=| рт,а]+[чт›р1, 
T 
до?" 9 р 
(b) i= | в") |, 
ол тп тп 


(с) | P |=. 
РЧ дх 
证 


1/2 9g,, _ 08 pm 
(а) [pm,q] + Сат, p |= (588 + En Em ) 


дт" dx? ax’ 


1 (98 | Emp д8 )= En 
+ 2 (563 + axr’ дт" 3x” 


ож ) 一 -9 зву 
(b) (685251080) =0 


即 
де; J gË 
ж Әй» а^. — 
g Эл" К azrt = 0 
Ig; Jg” 
一 一 gi 
2z” ax” 
用 后 乘 等 式 的 两 边 ,得 
r ik OB 
gg 一 sss 
98”_ др" ara | 
0: се = 9. =— gg ([m,i]+ [jm ,i]) 
ox ox 
fk {к 
== zŠ M“ 
用 p,q,n,n 代替 rr,k,i,j, 得 
| 
сх пт пт тп 


(с) 根据 题 31,g 王 gxG (j,kR)( 只 对 有 求 和 )。 因 为 G(j,k) 不 包含 ga H= 
ЈА 


G(j,k), 于 是 对 7 和 vr 求 和 ,得 


дв де двр. . де» 
= = G, k) е^ 
дх" Igp дл" Jk) gx” 


克 里 斯 托 费 尔 符号 


= g gë s = g g” ([jm ,k ] +[Ëm ,j J) 


(„кыы 


Ё 
L) а еа 
46. 推导 (1) 第 一 类 和 (2) 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 变换 律 。 
解 D RA ga = Ee u 


于 是 


(з › ава дл? IL IZo дл" | дл? CE z ax? дл? 
дх? дх* Ox’ Әх" Әх! дх^Әх"?°* Әх? Әт" Ix?” 
对 指标 j,k,m 和 zz,qg,r 进 行 依 序 轮换 ,有 


(b) дь _ дх* дх дв, дл? дх? FP дх* дл” 
дз axtar" axt Ir? Ix Ir” ILE" Әдә) TB 


т" 


К ) 98 дл” Irt Igp Ix | да" д?л? ar дл? 
az Dr"Dz dat Ja? дт"дтдтї°”? Orrar oE? 


式 (b) 加 式 (c) , 减 去 式 (a) ,再 乘 以 却 В E ERRE RE T 


1 (двһ | Әв _ дв; — 
(D 3 (207-202 jar) Ст 


„у 92? д2" Әх” 1 (96 | дв др ах" Ix? 
等 式 右边 Iri дх*дх" 2 Е тв дт” ) утә egyre ра 


_ gx? 2x° да” 2х? дл" 
7 9=і ахх =L b g|r] х дж 22а: ər" bq 


— дж" 
(D M g” =E RR 


Ix? Jx! да” Ix” Ix” 92х* Әдл? Әх" IL” , 


g” [jk ,mj= в" [pg r] + -= 


дл? Әх* Әл" да" ar Әл? Әд? Әх" Әл" Әл" 8” 
于 是 
|а |- 25 7а = "Lea, r]+ am z Sot gm 
арса i ә» аг 
дх? дх* DT pq Ər;ərt да? 
因为 


їв "Срат = а) = М 
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所 以 
ЕЕ = EE p = дь 
мыз. 9а" [п ал" Irar | m 
47. 试 证 了 9 ME 159507). 
Ш 由 例题 46 知 
n — д2? 3x! дт" | 5 + д? х? дл" 
Ж] дх axt Ix | pq] IIt Әдл? 
д ¿ 
MS Ж Est 4 
n дх" _ дж? дт“ m $ 9? x? m 
M ш, И ТӘ?” 
ЖЯ 
Par” _ п дх" дл? дх" | 7 
Əgz'2x* jk|9z" Әх! дх* | pq 
48. >K go 二 0( 若 p 关 gq) 的 空间 中 的 (a) 第 一 类 和 (b) 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 
的 值 。 
E (а) ж p—=q=r,) 
一 — 1 [9&» | дй» 98pp\ 1 дЕ 
Гра] [РР Р) 2 (22 OP Jx? )= 2 3x’ 
= p=qÆr, W] 
— __ 1 ав д8 _ да» 196 
ЕА Lepr] = 2 (225 ax? дх' )= 2 ах" 
Æ p= га, 
— — _ 1 98 | д8 Er 1 д8 
Гра] ЕА [pg,p] 2 (22 dx’ дх? )= 2 Әх“ 
若 poor 互 异 , 则 [pq,r] 二 0( 此 处 不 用 求 和 约定 )。 
(b) 由 43 题 有 8’ 一 一 ,于 是 有 
车 7r 关 s, 则 
s 
| 上 = g" [Lpa ‚ғ 
bq 
# r= 5, Д] 
g"[ pq s] = Las] (不 求 和 ) 
ж р=4= 5, 
|, |= р) Deel — 1_двь 1 ә 
pq pp 82р 28 дл? 2 а? "8 


克 里 斯 托 费 尔 符号 223 


Ж p= q=s,JlJ 
| = | ， |= [ppss] — 1 дд» 
Ра Pb gs 26. дг 
ЖЕ рза, MJ 
5l [P = lp pl 1 дво — 1 а ng 
pq Ра Bpp 28p дх* 2 д1" 


E pogs 互 异 , 则 


1417 


49. 求 以 下 坐标 系 中 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 符 号 的 表示 式 : (a) 直 角 坐 标 系 ， 
(b) 柱 面 坐标 系 ,(c) 球 面 坐 标 系 。 

解 ” 利 用 题 48 的 结果 ,因为 直角 坐标 系 中 , 若 рза 时 ,gw 一 0, 所 以 

(a) 直角 坐标 系 中 кыа )=о, 

(b) 柱 面 坐标 系 中 х! = руд? = фул? ==, H 20 30 得 gu Sl, gz = 0? , 833 =1, Ж 
为 零 的 克 里 斯 托 费 尔 符 号 只 出 现在 p=2 时， 


1 1 1 9 
= olr — „ll — 4 f 1 98% 
(26| = 9022.7) = g" [2211 = i [— + 388) 


XY м 
— _ 
lI 
— 


р \2 дл! 
z); 


还 可 直接 算得 ,其 他 24 个 都 为 零 。 
(c) ЖАМА, а =r, rt =p =o, 由 题 30(2) 可 知 


Би 一 1, Ez 一 -, E3 一 (2 віп? 0 
不 为 零 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 出 现在 p=2 或 3 时 ,于 是 有 
1 — lr __ 11 __ 1 9 gz 
|| 87022,77 = g" [22,1] =— 1 285 
=— l It 2. 
2 ər | r 


2 9 
= gf2] ,rl = g” ‚2] = 1 (1 2gx 
(a st rJ = g” [21,2] r ( 2 Әх! ) 
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其 余 的 均 为 零 。 


50. 试 证 I 


абор) o 


дх Ф&Ф&\дх 


附录 A 示范 例题 


ИИ 
r 12 
1 1 9g 
lr = x" 一 一 1 533 
M= [33,r] £ [33,1] 2 3r 
=— 5; Z sin20) =— rsin? ð 
| = g”[33,7] = [33,2] = -L 285 
33)“ Ба дл? 
= 77 Zo sin20) 一 一 sinbcosb 
3 3 1 д 
_ — „зз =—— B33 
М М a [13,3] = 2r:sin20 дх'! 
= 元 (ғ? sin20) = 
3 3 1 
— — p33 — — 
(32 (a g%[32,3] = эы? 9 sin20) 
= cot0 
测 地 Ж 


= N F (t, z, z) dt 有 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 ) 的 必要 条 件 是 


证 BHR x 二 XX(1) << 使 得 工 有 极 值 。 经 过 1 和 zs 两 点 与 工 相 邻 的 曲 
线 是 z 一 X() 十 ez，7G5) 一 ?2) 一 0, 与 相 邻 的 曲线 的 值 是 


一 0 时 有 极 值 , 而 必要 条 件 为 和 |。， 一 0, 由 在 积分 号 下 的 微分 运算 得 


Ko = | Fa,x+ X + ea 


dI 
de 


Гн 


Ts pazo 


(Е 


є= 0 


A pa ee qk 1 
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测 地 线 


= fiala) e= 


6 F 
ТЕЕ 


因为 了 是 任意 数 , 故 有 


这 一 结论 很 容易 推广 到 积分 上 FG, ilei? pean N) 有 极 值 的 必要 
条 件 是 


oF d (2 )— 
дх*_  dt\ðz* 
该 式 称 为 欧 拉 或 拉 格 朗 日 方程 ( 见 题 73) 。 
Аз > Ка ах? ах“ 
51. WER EZ ИМЕ =0, 


ЕРИ ОШ sok |° Jana E dt 的 极 值 ， 


aF _ dgo spe 
Je > (e, Р) эркт Т“ 
ЭЕ ааб) 2 
+ 


# = — Мр? , ЙК} y Же п] 135 pz, 


d (827. 1 24.1 irit = 0 
$ 


dt 2$ 
或 
.. дж sya 1 дв, ga PS 
Р РЧ 4 TË 4 一 
ЄС” + 31 х ЖЕУ т : 
令 
IE pk rpa 1 dr | да» “р 
анг (Жкн 
于 是 上 和 式 成 为 


gat’ 4 [pa klt’! = = gat’ 
š 


若 用 弧 长 作 参 数 ,* =1,s 三 0， URERA 


dr? ах? _ 
E ok ы “+[pg Pg k] т а 9 


用 g* 乘 等 式 两 边 得 


dx [T {ах dr! _ 0 
ра) ds ds 
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附录 A TAA 


协 变 导数 


д 
52. ЖА, ЯА” 是 张 量 , 试 证 以 下 各 项 是 张 量 : Ca) Apa = 22 一 ñ |A.: 
q 
(ЫА? = HP А . 
gs 


_ gxzr дА, ax д?х” 


дт* дт? дл! дх* ЗА" (А, 3) 
由 题 47 知 | 
2 _ п дх' Axr дх! |" | 
Ixix jk|9Əz" az ðx* |ü 
代入 式 (A. 3) ,得 
аА, _ Ix дА, дх + п ax” __дх' дх! r 
drt дл? Әх" or |у) әх" am дт? |ü 
b q п o p s 
= 0 L 7 јд, )4， 
gz! OZ dx! jk дх' oz | pq 
或 
дА. nl Р 5 
加 
дт jk ðr? dz \ ðr bq 
N gA 
于 是 i | lA. 三 A,., 是 二 阶 协 变 张 量 ,该 式 叫做 A, 相对 于 zx* 的 协 变 
导数 。 
(b) В 
А? = 9х? А, 
дж" 
дА? _ дх? дА" дд“ а? хі дл“ 
дт* дт” дт! ort Ir ðr дх* (A. 4) 
将 47 题 中 的 x 与 x 互 换 ,有 
CA 
дх'дт' т) Әх" 9z дх' | 


代 和 人 式 (A.4) ,得 


协 变 导数 
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A; Zj t r H ра t lG 
дА' дх! 2x' дА | | IX д, дт! ах дх |, ba 


Or: дт'дт* дх nlar” дх* Ix дх' дх* 
п | 9zš Әх" aziu ji 

— A — ¿ А” 
rt = дх* дж" dil 


_ д2) да" дА? | |). adi la 


9xi дх' дА' 
Ix дх* OX’ 


Jz? дх* дл" sq Әх? az ik 
JA’ 元 дх! Ix! {9A? b 
A = 5 А") 
дх* M Jx’ 2z* \дх“* u (2) 
та: 


见 А? 相对 于 z: ВЛ А <= 


53. 写 出 下 列 张 量 相对 于 z" 的 协 变 导 数 : 
(а) Ар; (b) A#; (c) Alis (ФА ы; (e) AB... o 


解 (a) A -| 5 м, | ° |As 


Әх" ljg kq 
Cb) А*„=9А” +| Ат) ja” 
дт qs qs 
(с) А i jana] S 
Әх Ëq qs 
аА! u s | $ | 1 
(d) А, ü |aru] |a; + ja; 
keg 一 Jx! kq t lq ks qs ki 
war mq пд)" 
L) 1}. 
H? Amt | А + | Ax... 
gs gs qs 


54, 试 证 以 下 各 项 的 协 变 导数 为 零 : (а) geb) g; (c) 04. 


$ $ 
证 (a) Ej. T 28. | а) je 
J4 


д 
= Uq k]—[kq,j]=0 САЙ 45(а)) 


jk 


(b) к= SE 


t|: ||, je* ==0 00 见 题 45(b)) 
qs 


(с) 84, -3| ° +: ji=0 |, ||, |=0 
дх° kq qs kq qk 


55. 试 求 AL B. НХР х* 的 协 变 导 数 。 


И 是 二 阶 混合 张 量 。 
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解 (Аі, В”. у _ 00А. 0) 


附录 A 示范 例题 


Bo |? Jan pet Jange, 
дт kq 


qs 
s L | т | 

-| АВ + | Авт.) A.B. 
nq qs 95 


一 (| 5 je 人 А. )ве, 
дт“ Ra qs 


ə B” 5 { т | 
+(® | \в + ezt [BiA 
“т nq qs qs 
AL. BU БА Bm, 
56. ФАЛЕС А) аА. 
uE 


(аА En) „=н A. TERA Png TERA ina 
因为 题 54(a) 已 证 gaa T0 fi AH UE TRU gag” ‚81 EA ЛЬ 


张 量 形式 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 


57， 试 证 divA" = = УНА! ) 。 


证 A” 的 散 度 


度 是 47 的 协 变 导 数 的 缩 并 , 即 A 或 A 的 缩 并 ,应 用 45 题 (3) 得 
едо ar n ЗАЎ P \ae дА үа NAE 

divA’= A = ЕТС + М š = = + (2 іама )д 

1 avga 


oop ауьф 
58. WEY O Tar (Мав). 
证 四 的 梯度 是 згааф=уФ= 


这 是 


个 一 阶 协 变 张 量 , 如 同 计 算 Ф 的 协 变 
导数 一 样 计算 (参看 题 6(a)), 记 作 B.o 


ФН EKE A =g 20. 
由 例题 57, 有 
— Д: wop\ 1 д ь дФ 
УФ = div [z =)= Ук 5: (Уак 22) 
59. ДЕ А, А, 74. 047 


дд? 
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张 量 形式 的 梯度 . 散 度 和 旋 度 
N ра — gA, ÍS (2А, ÍS 
E алт) е0) 
9А, 2А" 
gz дл? 


这 个 二 阶 张 量 确定 了 А, 的 旋 度 。 
60、 在 以 下 坐标 系 中 ,试用 失 量 A 的 物理 分 量 表示 它 的 散 度 : (a) 柱 面 坐标 系 ; 


ОВАА. 
解 (а) 在 柱 面 坐标 系 中 ,一 0 好 一 0 全 一 2 
1 0 0 
g= 10 p 0|=p， Vg 二 po (参看 题 30(a)) 
0 0 1 
物理 分 量 记 作 A,、A,、A. ,算得 如 下 : 
A, = VEn A = А! 
- A, = VEz ? = рА? 
А. = ve 3 = A’ 
ауА? = 一 
= 


р GAD + 2 СА ОА) | 


(b) 在 球面 坐标 系 中 ,x! = r, x° = 0, x° =o, 


1 O 0 
е = |0 т 0 |=,з'0. 或 Vg = rsin9 (参看 题 30(b)) 
0 0 risin’0 
物理 分 量 记 作 А,,А,,А,, Н 
А, = ygu A = А! 
A, = JERA? = rA? 
= Vg, | А? = rsingA’ 
于 是 
diva = -上 rgan) 
VS 9 
= 1 EA sinĝA, ) + о Crsin0A, ) 十 元 DUA 2] 
r° sinf 
1 Sa 
= 一 一 A.) — F 
2o + - -i р CSinñA,) + де 


61. аштан H SV ` O 的 表达 式 ， (a) 柱 面 坐 标 系 ;(b) 球 面 坐标 系 。 
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解 (а) 在 柱 面 坐 标 系 中 ,8 一 1,8g822 一 1/o ,g” 一 1( 参 看 题 35(a) ) ,由 题 58 得 


ro- зн 38) 


19600 зе) эр Се эе ə=[e3e)_ 


1 
@ 
1а 2) 1 2Ф o 
0 


е Jg Iz 
(b) 在 球面 坐标 系 中 ,8 一 1,g2 =1/r g” =1/r іп ОСЗ 35(b)),# 


Ме да* дж” 
= ri | £ (r sino 2) 2 (sino 52) АЕТ 22) 


| 


r 0 
1 人 22) 1 2 (sing 22) 1 oo 


20 20 т? ѕіп? д Jg 


r’ sinf 20 30 


内 = 导数 


62. 试 计算 下 列 张 量 的 内 让 导数 , 设 上 的 函数 是 可 微 的 : 
(а) 不 变量 Ф; (b) A; (c) Ahas (4) Ай,» 


8Ф_„ det афф афо _ i 
Ж (а) и Фет Аш dz 和 通常 一 样 地 求 导数 。 


SA’ a; det (9А), [7 |, dr 
(b) Бүл А» dt (52 М ) 
=2A de [J д, dat АЎ, fj) y dr 
8А, a; dr? /ƏA:;, |, 1\,, \аа 
сс) ёї A dt ( Әх“ И ОЛИ dt 
а а ja d N Аз," 
t kq dz qs dt 
jk q 
(d) ВА сы = Ай „ЧЕ 
дА*,, |, | ; УГ |, 
= | МММ" 一 АЛ, эһ — AË, n ж 
кырын ын 


; k 
+ | й је... + | јака. ji 
qs qs dt 


相对 张 最 


dA” mn JsS\an dr _ | s\n дл" 
-14i |, а. z | Au = 


q 1 q Ë I q 
-| ° р Jas dz +| лы; 
nq d: qs 


“> dr E |gs di 
63. 试 证 gag” Moi BJ B АЕ Ж. 
` OF __ ах" _ 8а” _ ik ах _ 
证 БП (Жз) d: 0, 51 (е?) dt 0, 
даі ы "у (SAH 54) 
ôt к de 2 


相对 张 量 


64. ЖА, BI ЕА w 和 ws 的 相对 张 量 , 试 证 它们 的 内 积 和 外 积 是 权 
wi 十 ws 的 相对 张 量 。 
证 根据 假设 ， 
А = Ja 027 95'д», Би, = pa 97 92" 92' ps 


Jx’ Ix” Әх" Әх* Әх" `“ 


外 积 


А,В”, = Jate дх? dz? Ix’ Jx” дх' 
Ix’ дх* Ix дх* дт" 
可 见 它 是 权 wi 十 wz 的 相对 张 量 。 任 何 内 积 是 外 积 的 缩 并 , 故 也 是 权 wi 十 ws 的 
相对 张 量 。 
65. 试 证 Vg 是 权 为 1 的 相对 张 量 , 即 张 量 密度 。 
证 ”由 行列 式 的 元 素 gj, 给 定 的 行列 式 g 的 变换 符合 


А.В? 


Er 一 да? БЕ ра 
X дх 
等 式 两 边 取 其 行列 式 , 则 
一 Ix? | | 3x! 2 
& = ori дх* 8 = 了 £ 


或 VB 一 JVg ,这 表明 Vg 是 权 为 1 的 相对 张 量 。 


66. RIE ау = увах dr’ edr" 是 不 变量 。 
证 根据 题 65, 
dV= /вах! ах? ---ах^ = /gJ ахах dx" 


= Vg о атат аз = Vgdzr! л? "dx" 


= dV 
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由 此 ,车 O 是 不 变量 , 则 
|; Фау = | Гау 
对 于 任何 坐标 系 , М 维 空间 的 体积 均 可 依 此 积分 。 沿 曲面 积分 也 可 以 此 类 推 。 


综合 应 用 


67. 将 以 下 两 项 表示 为 张 量 形式 ; (a) 质 点 的 速度 ;(b) 质 点 的 加 速度 。 
解 (a) 车 质点 沿 曲 线 z 一 z*(D) 运 动 , 式 中 1 为 时 间 ( 参 变量 ), 则 2 — 2 а 


点 的 速度 ,而且 是 一 阶 道 变 张 量 (参看 题 9) 。 
(b) 加 -一 和 一 般 不 是 张 量 ,在 一 切 坐 标 系 中 不 能 写 出 其 物理 量 ,我 们 定义 加 


速度 а* 作为 速度 的 内 豪 导数 , 即 以 一 人 -是 一 阶 道 变 张 量 。 


68. 将 牛顿 定律 写成 张 量 形式 。 
AO ” 设 质点 的 质量 M 是 与 时 间 t 无 关 的 不 变量 , 则 Mat =F 是 一 阶 逆 变 张 量 ， 
并 称 之 为 作用 在 质点 上 的 力 。 牛 顿 定律 可 以 写 为 


Е* = Mat = M Š” 
òt 


Svt d’ xt k dz? dz’ 
pg а; ағ ° 
证 Нух 是 逆 变 张 量 ,由 题 62(b) 有 
* Ë q Ë q 
Sv _ do | 1 dz? 时 和 + | lv dz 


à dt |] d а? qp dt 
dx | Ë а dz 
аг? р! dt dt 


70. 试 求 柱 面 坐 标 系 中 (a) 质 点 的 速度 和 (Cb) 质点 的 加 速度 的 物理 分 量 。 


解 (а) 根据 题 67(a) ,速度 的 逆 变 分 量 是 
ах! d dz? _ de dz? _ dz 


dt dt” d d’? d dż 
所 以 速度 的 物理 分 量 是 


万 -dz _ do /de de г да? _ 
£u d dt’ ёз уу lde Вз аг 


上 式 中 用 了 gu 5l, gz P B33 1, 
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(b) 由 题 69 和 题 49(b) ,加 速度 的 逆 变 分 量 是 
Р а? =! 1 2 2 2 а 
2 Фл! | E dz? _ Фе (2) 


2 


а аг 22| dt а dr dt 
a= Ëx ү |? |а da? | |2) dz? dz 
аг? 12| dt dt 21f dt dt 
= de, 2 do de 
d? o dt dt 
ағ? аг? 
加 速度 的 物理 分 量 是 


Мапа! = р —pọ >» gaa = рф + 2рф, Маза? = Z 
式 中 的 圆 点 表示 分 别 对 时 间 求 导数 。 


71. 车 质量 M 不 变 的 质点 以 速度 o ЗЕ 3, E p Т= J Ми Мв, 


试 证 
4(9Т\_ әт _ 
(ог) Эх* Ma, 
式 中 ,ax 表示 加 速度 的 协 变 分 量 。 
证 “因为 了 = 方 Mg 地? 所 以 有 
ƏT _ 1 9854292 ӘТ _ 
дх* 2 дх* ", Izt Е Mg wx" 
d /oT 
(эх )= М(яь®* + Вы) 
于 是 
4(9Т\_ ƏT 86 1 Əg 
(ом) дх* M[z Es + TT" Ei i °) 


_ .. 1 /2g, , де, де „> 
и М(х +5. (5 1 Эл Е P jesze) 


= Ml gnr? + [pa k ]ztz4) 
= мв, [> + 人 = Мека" = Ma, 


以 上 证 明 过 程 中 用 了 题 69 的 结论 。 这 个 结果 可 以 用 在 不 同 的 坐标 系 中 表示 加 速度 。 
72. 用 题 70 的 结果 , 求 在 柱 面 坐标 系 中 加 速度 的 物理 分 量 。 
解 ” 因 为 
ds 


d? = dp +de + de, v = (Ж). = 0 +p + 
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所 以 
Ум 一 FMP + + #2) 


H х! = р, х? = ф,х? == z, М Й 70 可 得 


Т = 


а _ 14,7 
а = p —ор', а = а 60 
于 是 物理 分 量 为 


a, а» аз 1 


.. . а `. 。。 
, 或 0 — рр’, = (рф), 
Мап VEn VEs p dt 


73. 若 作用 于 质点 的 协 变 力 为 PF 一 一 了 RIP Уба! одод) AE 


d/o9L ƏL 
dha) 902—0 ТУ, 
А _ ƏL ӘТ h 
证 A L= T V 可知 T ST AAV 与 无 关 , 由 题 71 有 
T ОЛ 
а (2T) AF MB 
dż DA дж? 4 SA дх* 
d /9L 9 d /əL aL _ 
1058) Ja TTV = 0, (эг) J 9 


LEARDE важ, а LIENARD H 3 EE EIA PREY 
程 。 由 题 50 可 知 ,这 一 是 的 结论 与 质点 沿 |” Ldi 的 路 径 运动 是 有 极 值 的 说 法 是 等 
价 的 。 后 者 称 为 哈密 顿 诛 理 。 

74. 用 张 量 形式 表示 散 度 定理 。 


解 设 人 确定 一 个 一 阶 张 量 场 ,又 设 u 表示 以 体积 V 为 边界 .封闭 表面 S 上 
的 任 一 点 朝 外 的 单位 法 线 ,于 是 散 度 定理 为 


[Алау = Jaras 
v 5 


对 N 维 空间 , 则 要 用 N 重 积分 代替 三 重 积 分 ,用 N 一 1 重 积分 代替 二 重 积分 。 不 变 
量 ALEA 的 散 度 (参看 题 57) ,不 变量 Atu, 是 A* 和 wi 的 标 积 。 
我 们 已 经 将 散 度 定理 表示 为 张 量 形式 ,因此 对 所 有 的 坐标 系 都 是 正确 的 (参看 题 66)。 


75. 将 马克 斯 威 尔 方程 (a) divB 一 0，(b)divD 一 4ro，(c)V X E= — L 2B 


(d) Ç хн лове, 
解 定义 张 量 B',D'.E, ,H,,It , 3 o fl c 为 不 变量 ,于 是 方程 可 写成 
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合 应 用 
(a) Bt,—0 
(о EME = OB € NE, = 
(dD —€#H,.,= Г REMH, = 


这 些 方程 是 电磁 理论 киш. 


1 В? 
са 

4л 
С 


XT m 个 矢量 pis posto Pns 4 р; * р, =; ЗИ, m 个 矢量 组 成 正规 正 
给 出 一 组 线性 无 关 的 矢量 ,由 它们 作 正 规 正 交 系 的 方法 叫做 正 交 归 一 化 ,又 称 施 
密 特 (Schmidt) 正 交 化 法 。 
SEE pi ,p. Pn 组 成 正规 正 交 系 时 ,它们 是 线性 无 关 的 。 
证 令 cpi 十 czpz 十 … 十 cwpm 一 0, 作 0 与 pi 的 内 积 , 则 
0=0:-p =c (pi * p) +c. (р * р.) + Бе, (p, * pi) 
一 Ci 
同 理 可 证 c; 二 0, 所 以 Pio Post ,pm 是 线性 无 关 的 。 
给 定 一 组 线性 无 关 的 矢量 ,研究 如 何 用 它们 作 正 规 正 交 系 。 
ВЕ ху, Xs，… x, 线性 无 关 , 且 x,Z0, 


A 0р, 时, 则 pi 的 大 小 是 1。 


| x, | 
其 次 ,从 pi 与 x; 的 线性 组 合 中 选 出 与 p 正 交 的 矢量 。 就 几何 意义 来 说 ,在 x, 
与 x; 决定 的 平面 中 能 找到 与 pi 正 交 的 矢量 。 
设 
8: = сір. сох. 《如 图 В-1 所 示 ) 
82 ` ру = Capi T cox) ° р, 
=c +c; (x; e pi) = 0 
所 以 
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су = CGA ° Di 
从 而 得 
g: = ckx: — (x; * pi)pi] 
由 于 xi ,xs 线性 无 关 , 所 以 
x, — (x; ° p)pi Z 0 
因此 , 取 с 一 1, 令 


& _ X (хе p Op. 
| 82 | | X; — (х * pop. | 


p: = 
Вр ау. 
再 次 ,考虑 pi po 与 xs 的 线性 组 合 
8: = dı pı + d; P2 + ds P3 


因为 

ёз * Pi = g: ° р 一 0( 如 图 B-2 所 示 ) 
所 以 

а + ахз * p = 0, а, +d,x; ° р = 0 
从 而 有 


8; = d,[ x; — (x; ° pop. — (xs • р») р» | 


В-1 图 B2 
因为 xi ,xs ,xs 线性 无 关 , 所 以 x 不 能 表示 为 р. 与 р, 的 线性 组 合 , 因 此 
X; — (xs * р.) ру — (x; * p. )p. Z 0 


Ш а, — 1, p= T [ 即 可 。 以 下 依 此 推演 , 令 


2—1 
x; — > CG; Ы P) P: 
i=l 


P; = 


3—1 
х, — У) (х; ° рр: 
i=l 


(2 < J < m) 
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于 是 pi ,p: ,…,p。 组 成 正规 正 交 系 。 上 述 组 成 正规 正 交 系 的 方法 称 为 施 密 特 正 交 
化 法 。 
由 上 述 做 法 可 知 ，pi ,pa… ,pm 分 别 是 x1 ,x ，… x, 的 线性 组 合 。 反 之 ,由 于 


ху = Lal, X, = (xz * pi) pi H| x; — (x; * pi)pi | рг." 
于 是 ,xi ;xz ，… ,Xm 又 分 别 是 pipa s ,pw 的 线性 组 合 。 
例 B.1 用 矢量 
0 1 1 
-| ‚ ох; = |O |, s= h 
1 1 0 
作 正 规 正 交 系 时 , 则 有 
0 
і 
|w |= 00 +1 +I = 02, p = |42 
1 
V2 
0 1 
1 1 1 
X, — (x; * р,)р, | 1 5 = 7% 
V2 
1 l 1 
JZ 2 
1 2 2 
r= берәр |= J +( 2) + (2) =£ 
2 
! V6 
р, = 2 -5 = = 1 
|, V6 
2 1 
V6 
0 v6 2 
1 | 1 Ж 3 3 
— . — . = ч 6 6] _ 2 
хз — (хз * pi)pi — (xs • ps)p2 н 万 WW 6 3 
2 ДЕЕ 
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| xs = Оха + ра) ра — (Xs * ро) po | = A47 +( 


Р 
l 


о [95 


| 


cs ого wj 


C.1 正 交 曲线 坐标 系 


设 空间 任 一 点 P 的 直角 坐标 Xl1\T2\X3 可 表示 为 ији из 的 函数 , 即 


L = Xu UU) y = ylUrsUzsuz3);, Z = Z(U u> la) (C. 1) 
并 假定 由 式 (3. 1) 能 解 出 wi suz us BB 
Ul = шщ(х,у,2), uz = UT yy2), из = из (X,Y z) (C. 2) 
假设 式 (C. 1) . 式 (C. 2) 都 是 连续 可 导 的 на 
ҳа {А ра, HEE ВЧ. РУРК А 2 


系 中 的 某 些 点 不 作 上 述 假设 要 求 。 

给 定点 P 的 直角 坐标 z. y. х, H sÀ 
(C. 2) 能 解 出 惟一 的 一 组 相应 的 坐标 ui、 
из u › J ER aus и; 为 点 PP 的 曲线 
坐标 。 

曲面 ui 一 cl из с: из =c (iB с, 
сос: 为 常量 ) 称 为 坐标 曲面 。 每 对 坐标 x 
曲面 的 交 线 称 为 坐标 曲线 或 坐标 线 图 C-1 
(图 C-1)。 如 果 坐 标 面 的 交角 是 直角 , 则 
称 此 曲线 坐标 系 是 正 交 的 。 曲 线 坐 标 系 中 的 坐标 曲线 ww ,wz ,ws 与 直角 坐标 系 中 的 
坐标 轴 r yoz ЖЖ. 


C.2 单位 矢量 、 弧 元 与 体积 元 


C.2 单位 矢量 、 弧 元 与 体积 元 
1. 单位 矢量 
RA 了 的 位 置 矢量 为 > 一 二 十 允 十 zK, 则 式 (C.1) 可 写成 
r=:r(u ,us us) 


曲线 w 在 点 P 的 切 矢量 为 了 (此 时 usu, 为 党 
量 ) ,于 是 沿 此 方向 的 单位 切 矢量 


дг 
e 二 ди, 
' [2r 
ди, 
即 
ar _ 
和 图 C-2 
式 中 
дг 
h; 一 а 


дғ 


пнен «е Ида а EP AMBUR иш Аата 


һе» ‚ир h, = = shi h; ,hs 称 为 标量 因子 。 单位 矢量 е; .@> \€3 分 别 


Wr HH Ж Ui st Us 增加 的 方向 ;如 图 C-2 所 示 。 
因为 Vu 是 曲面 a, с 在 点 法 线 方向 的 矢量 ,这 个 方向 的 单位 矢量 Е = 


Теш]. 同样 地 ,曲面 ш, =, и, = o fE P 点 法 线 方向 的 单位 矢量 分 别 为 ,一 
Vu 


„Аз == 


диз 


V uz _ Уш 
Te E Туш]? 
2. MAKARA 


H r=r(u, s U2 ,из), 有 


dr = Ta u + Sdu +27 эйи, = 一 六 de л, дие, + hs dua es 


于 是 , 弧 元 的 微分 ds 由 агаг: аж. 对 于 正 交 系 , 由 于 ер е — ез • ез ез ° 
el 一 0, 所 以 


ds = h du + hz? duz? + hz? duz’ (С. 3) 
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对 于 一 般 的 (不 一 定 是 正 交 的 ?曲线 坐标 系 , 弧 元 的 平方 为 


3 3 
d? = $, > g. du,du, (С. 4) 

b=1 q=1 

证 明 如 下 。 

因为 

dr = du, + 2 ди, + du, = Pidu, + B, duz + буйи» 
ди, диз диз | 
于 是 


ds? = ағ • ағ = В. ` Bidu? + B. • В. du, аи, + В. • Bs dui du; + B, ° В, du, du, 
十 应 • f. du, +P ° В: duz dus + Вз + В. диз du; +P Ы В: диз du, + В: • В. duz? 


= 2 2 8n dusdu, 
式 中 
Бра 一 ep ° ©, 
系数 矩阵 г, EXI ЖКН ГЕ, 
如 果 坐 标 系 是 正 交 的 , 则 рза 时 go 一 0, 于 是 便 得 式 (C. 3) 。 
u3 
= u 


ul 


图 C-3 


由 图 С-З 可 以 看 出 , 沿 着 曲线 и (此 时 令 wz ,us 为 常量 ), 即 dr=h due , 则 沿 着 
ui 在 PP 点 的 弧 长 的 微分 ds 是 А аа. АВНЕ, WA ws ,ws 在 一点 的 弧 长 的 微分 分 
别 是 ds, =h: duz ,dss = h; dus , 
由 图 C-3 还 可 得 正 交 曲线 坐标 系 中 的 体积 元 为 
dV= | (А. аше) • (А. бизег) X (Һз dus es) | 
= hı hzh; аи, du; йиз (С. 5) 
这 是 因为 正 交 的 单位 矢量 |e, ， e; Хе, | =1. 
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С.з 梯度 、 散 度 与 旋 度 


梯度 、 散 度 与 旋 度 都 可 表示 为 曲线 坐标 的 函数 。 设 Ф 是 一 标量 函数 ,a 二 aiei 十 


aze: Faze; 是 正 交 有 曲线 坐标 u, st из BJ X AR, W F 21) 2516; ДВ ЖН). 
1 ağ 1 Фф 1 2Ф 


УФ = gradd = у—- эсе + у-у се: + h. эсе; (C. 6) 
у.а = diva = — (зр; hrai) + i- hahar) + z2- Qhihaaa) | (С.Т) 
h ih,h, (Ju диз диз 

he, he hses 
1 д д 9 


V X a = curla = (C. 8) 


h ih;h, | ди, ди; диз 
Һа, ha, hsas 
е аза за) aal he Da) эш ы дш] C9 
Ж hi =h: =h; =1, BHH i jek RE е ,es ,e;, 则 上 述 结论 就 是 第 1 章 里 所 得 的 有 
关 梯 度 BUE . 旋 度 的 公式 ,上 述 公 式 中 的 坐标 Ul » U2 sU3 ,就 是 第 1 章 里 的 坐标 х,у» 
上 述 公式 已 在 5.5 节 证 明 过 。 
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(1) ЖААЖ opoz) В C-4) 


x = рсоѕф, y=psing, z = z 
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sKHR,ÍZ0,0<%g=<2x,—co< z< co, 
h =1, h, =p h. = 1 
(2) 球面 坐标 系 (r,0,p)( 图 C-5) 
x = rsin0cose 
y = rsinbsing 
z = rcos0 
0,7220, 0<ge<2x, 0<0=<2x, 
h = 1, h = r, h, = rsin0 
(3) Ж ЖЛЕ £ (А, у) 
E Уу 1, уш < <a 
а-а 6 — 一 


2 2 2 
х + У + 之 =], ELpy a 


£— + H Sl, о уа? 


a у b u C у 
һ= 1] UVOD 
2 М (а ДӘС — А) Сс? — А) 


=] - оши) 
2 V (а и) (6 — и) (с — u) 
1 (А и) (ag — v) 
. 2 (а? — у) СБ? — р) (с? — у) 


(4) 椭圆 柱 坐 标 系 (u,v,z) (图 С-6) 


U=N/3 


v=27/3 
0=3л/4 


VEn 


U=7N/6 


U=5N/4 
u=4x/3 
u=5x/3 


习题 


х = acoshucoso 
y = asinhusinv 
z = z 
AP ,u 0 ,0<<u<2x, —co< x< co , 
h, = h, = Vsinhiu sin" o 
h. = 1 
坐标 面 在 zy 平面 内 的 迹 线 如 图 C-6 BW zç , X E a #% R: Ж fE ЖЕ И] Еу ЯЯ BH 5% 
例 C. 1 试 证 柱 面 坐 标 系 是 正 交 的 。 
证 柱 面 坐标 系 中 任 一 点 的 位 矢 为 
r = 21 + yj + zk = pcosgi + psingj + zk 


рэр у 2 шиш зот, 7 SE, дир 


dz 


дг __ : : А дг = : P : А дғ 一 
2р == соѕфі + 51пф/], Jo psine i + psingj ， 3; k 
治 这 些 方向 的 单位 矢量 为 
ər 
e, = е, = Se = Ospi + singj 一 cosgi + singj 
т v cos e + sino 
до 
дг 
ез= e, = а = “и T рсозрј 一 一 singi + соѕфј 
2r | Мо? sin e + о? соз? ф 
дф 
дг 
д 
e, = е. = Эг = k 
д= 
于 是 
€, + & = (cospi + singj ) • (— singi + созф/) = 
е * ез = (cosgí + singj) • k = 0 
ёз • ез = (= sinpi + cosej) * k = 0 
可 见 坐标 系 是 正 交 的 。 


>J 题 


C.1 试用 柱 面 坐标 系 表示 矢量 a= zi—2xj-+ yk, 
C.2 试用 球面 坐标 系 表示 矢量 a 一 2yi 一 zj 十 3zxk。 
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О 
w 


Ее, Spe, Се, — pe, REFE EANA ARRA 


4 WE é= 0 e,-+-sin0 g e,,¿ = — де, +cosh o e,» èp =— sinl фе, — cosh фе, 
5 试 求 柱 面 坐标 系 中 的 弧 元 平方 ,并 确定 相应 的 标量 因子 。 
6 试 求 椭圆 柱 坐 标 系 中 的 弧 元 平方 ,并 确定 相应 的 标量 因子 。 
7 试用 球面 坐标 系 解 题 C. 5。 
8” 试 证 曲线 坐标 系 正 交 的 必要 与 充分 条 件 是 : 当 pAg 时 ,gm 一 0。 
9 试 求 柱 面 坐 标 系 与 球面 坐标 系 中 的 体积 元 。 
10 试 求 椭圆 柱 坐 标 系 中 的 体积 元 。 
С.11 8 и, и,из 是 正 交 曲 线 坐 标 , 试 证 x,y,x ЖТ uisus us 的 雅 可 比 
为 hihzhs。 
C.12 试 求 柱 面 坐标 系 与 球面 坐标 系 中 的 雅 可 比 。 


; ` — L д 9 а 
С.13 # шии HI ХА, ИЕ, Sr. ST Vu ‚уи, Vu 为 互 道 系 。 
ди, ди» диз 


C.14 试 求 柱 面 坐标 系 与 球面 坐标 系 中 的 2 ,2 ,2 及 vu,vwyvw。 并 证 


дш, диз’ диз 
明 这 些 系 中 ,el = E, ,es Е, ,ез = Es 。 


дг дг 
Эи, Juz {Vu Ы Vu, X Vu, =l. 


С.16 RA 2° — у? = 2иусози,, ху иузїпи, yz 一 zx。(1) 证 明 该 系 为 正 交 系 ; 
(2) 求 雅 可 比 。 

C.17 推导 正 交 曲 线 坐 标 系 中 VB 的 表示 式 。 

С.18 推导 球面 坐标 系 中 VW 与 + a т. 

С.19 iZ urus us 为 正 交 坐 标 系 ,(1) 证 明 | Уи, | 二 hy;!,p 二 1,2,3;(2) 证 明 
e, =E,. 

С.20 给 定 下 列 坐标 变换 u —zry,2u, = zx: yt,ua 一 z。(1) 证 明 坐 标 系 是 正 交 
的 ;(2) 求 雅 可 比 ;(3) 求 ds: 。 

С.21 usu us 是 正 交 坐标 系 , 试 证 e = А.л: Vu: X Vus ,并 求 es ,es 与 此 相 
应 的 表示 式 。 . 

C.22 试 求 半径 为 a WERE Ел. 

С.23 试 证 正 交 坐标 系 中 


сзосооосоаао 


С.15 WEZ. 
ди, 


yx = ё 2 гёз 9 
(але) mh, Эш, ©? hih, Ju, ©? 
С.24 试 证 正 交 坐标 系 中 
V. (aie) 1 -2 (Cahahs) 


hhs Qu, 


习题 
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C.25 
C.26 
C.27 


C.28 


C.29 
C.30 
C.31 
C.32 


推导 正 交 坐 标 系 中 сонау ха 的 表示 式 。 
推导 正 交 坐 标 系 中 diva= V + a 的 表示 式 。 
推导 正 交 坐标 系 中 б 的 表示 式 ， 

试 写 出 酉 圆柱 坐标 系 中 的 方程 3 史 十 ?用 一 
推导 柱 面 坐标 系 中 Y Xa 与 9 *@ 的 表示 式 。 
推导 柱 面 坐标 系 中 ve 与 + a 的 表示 式 。 

推导 球面 坐标 系 中 V* 的 表示 式 。 

推导 球面 坐标 系 中 Y Ха 的 表示 式 。 


Ф, 


ижр > 
部 分 习题 解答 及 提示 


第 1 章 矢量 分 析 


11 试 证 矢量 加 法 符合 结合 律 , 即 a+ (b+c)=(a+b)-+c, 
证 如 图 所 示 ， 


~ — _х 

OP PQ=OQ=—a+b 

a~ a — 

PQ+QR=PR=b+e¢ 

„хм мм — 

OP+PR=OR=d B} a+(b+ce)=d 


— —. -一 
OQ+QR=OR=d Ë] (a+b)+c=4 
所 以 ， 
a+ (btc) = (atb) +c 


第 1 章 矢量 分 析 249 


1.2 已 知 a,b 是 共 面 但 不 共 线 的 两 个 矢量 ,在 a,b 所 决定 的 平面 内 , 写 出 任 一 
ХЕ г 的 表达 式 。 

解 ” 共 面 不 共 线 的 两 矢量 , 即 不 平行 于 同一 矢量 的 两 矢量 必 有 一 交点 。 设 在 此 
平面 内 的 任 一 矢量 r 的 始 端 与 其 交点 O 〇 相交 ( 见 题 1.2 图 ) ,从 7 的 末端 R 分 别 作 a， 
b 的 平行 线 与 5,a( 或 其 延长 线 ) 分 别 交 于 С.р 两 点 ,于 是 构成 平行 四 边 形 OCRD, 
OR 是 平行 四 边 形 的 对 角 线 。 由 图 可 知 


OD = +r(OÀ) = xa, Об = у(ОВ› = yb 
式 中 ,z,y 是 标量 。 根 据 平 行 四 边 形 加 法 法 则 ,有 


ОЁ = OD + ОС 或 r= za + yb 
这 就 是 所 求 的 表达 式 。 矢 量 ra ,yb 分 别称 为 矢量 上 在 & 当 方向 的 分 矢量 。 标 量 rz,y 
的 正 负 号 依 有 关 矢 量 的 方向 而 定 。 很 明显 ,对 于 a,p,r 而 言 ,r,y 是 惟一 的 。 矢 量 a， 
b 称 为 基 矢 量 。 

13 B PiP: P, 是 相对 于 原点 O 的 三 个 固定 点 ,它们 的 位 矢 分 别 为 rr, 
гз. WWE: 当 且 仅 当 a 十 az 十 as 一 0, 矢 量 方程 ar 十 
a:r tasr, =0 对 原点 O 成 立时 ,这 类 矢量 方程 对 于 任 
何其 他 的 原点 O 也 成 立 。 

证 设 PiP: P, 点 相对 于 O 点 的 位 和 撩 分 别 为 r1， 
гог О 点 相对 于 OO 〇 点 的 位 和 撩 为 wu, 现 在 找 出 使 方 
E ari tar, tar, =0 在 新 参考 系 中 成 立 的 条 件 。 

如 图 所 示 ， 


r=utri, r. и, ға иг, 

而 且 

airi Har, Har; 一 0 
于 是 | 

агу Багт Har, =a (и 4 гу) Hau +r) Баз u+ г) 

= (а, ta, 4+ аз)и + ar tar, + ar, = Ф 
欲 使 

airi Har, + азғу = 0 
只 有 当 且 仅 当 


(а da, -аз)и 一 0， 即 ai 十 as 十 as 一 0 
这 个 结论 可 适用 于 一 般 情况 。 
14 已 知 PQ 两 点 的 位 矢 分 别 为 rj 二 2i 十 3j 一 ,rf 二 4 一 3j 十 2k, 试 用 і,ј.К 


— 
表示 PQ ,并 求 其 大 小 。 
Æ 2i—6j+3k,7, 
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1.6 r =2i—j+k,r, =i+3j—2k,r, = —2i+j—3k,r, 一 3i 十 2j 十 5k, 若 
ғ. =ағ б, сез, Жа, б,с. 
解 ” 根 据 题 意 ,所 求 的 是 
314-2) + 5k =a(2i— j+ k) +bGi+ 3j — 2k) + cC— 2i + j — ЗЮ) 
=(2a +b—2c)i+ (—a + 3b+ c)j + (a — 2b — 3c)k 
W ijik 不 共 线 ,所 以 
2a 十 0 一 2c 一 3， —a+ 3b+ c= 2, а—2Ь—3с=5 
解 得 
a=—2, b=1, fc 一 一 3 
即 
r, =— 2r, + г; — 3rs 
KË r, 称 为 与 矢量 norr 线性 相关 ,或 说 ri ,ri r, 与 r, 构成 线性 相关 矢 
HH. 
一 般 情况 下 , 若 有 一 组 不 全 为 零 的 标量 a,B8,Y,… ,使 得 oa 十 Bb 十 x 十 … 二 0, 则 
4,5,c，… 称 为 线性 相关 ,否则 称 为 线性 无 关 。 
1.7 作 图 描述 下 列 矢 量 场 :(1) У(х,у) = + уј: (2) V(r,y)= —ri—yj; 
(3) V(r,y,z)= xi + yj + К 


题 1.7 图 


Ж D 在 Ory 平 面 ,对 应 每 一 点 (z,y) 惟 一 地 有 一 矢量 xi + yj ,该 矢量 的 模 为 
МС) +Су)* ,方向 是 由 原点 O 向 外 发 散 。 所 有 的 zi yj 矢量 均 对 应 着 圆 (z)2 十 
(у)? =a (а2>0) E BJ— СПАЙ 1.7 图 (Ca))。 亦 即 圆 上 各 点 法 线 (向 外 ) 方 向 就 是 矢 
量 场 的 方向 。 

(2) 对 于 矢量 场 VCz,y) 三 一 过 一 好 ,与 (1) 的 情况 一 样 ,但 各 点 的 矢量 均 与 (2) 
中 的 反 向 ,如 图 题 1.7 图 (b) 所 示 。 
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情况 (1) 称 为 有 源 场 ,O 点 是 场 源 ; 情况 (2) 是 汇聚 场 ,O 点 是 汇聚 点 。 

以 上 两 种 矢量 场 都 与 z 无 关 , 所 以 是 二 维 场 。 

(3) 因为 场 中 的 每 个 矢量 的 模 是 V(r)? 十 (y)? 十 (z)”, 所 有 的 点 都 在 球面 
(х)? Hy + (2) Sa 上 ,其 中 4 二 0。 场 中 各 矢量 是 由 球 心 O 发 出 ,并 沿 球面 各 点 
法 线 方向 发 散 , 故 称 为 三 维 有 源 场 。 

1.9 Wia. (Бс) =а ° b+a ° c, 

证 ”如 图 所 示 , 设 4 是 矢量 a 沿 其 本 身 方向 的 b z 
单位 矢量 , 则 (8 十 c) 在 а 上 的 投影 等 于 b 在 a 上 的 — 
投影 加 e 在 a 上 的 投影 , 即 

(Б+с) а = Б.а +-с а 
用 а 乘 等 式 两 边 ,得 Е 
(b-- c) • аа = b • аа + c ° аа 


= (1 


SFH----- 


F 
题 1.9 图 
Bp 
(b+c)-a=—=b:+sa-+cea 
因 矢 量 标量 积 遵守 交换 律 ,所 以 
а• (b+c) = а Б+-а с 
至 此 ,矢量 的 标量 积 遵守 分 配 律 得 证 。 
1.11 ğa=4i—jt3k,b=—2i+j—2k, REEF a,b 的 单位 矢量 。 
答 土 (i 一 2j 一 2k)/3。 
1.12 试 求 与 矢量 a 二 2i+3j 十 6k 垂直 ,并 通过 矢量 5 二 i 十 5j 十 3k 末端 的 平面 
方程 。 
R 设 己 点 是 所 求 平面 上 的 一 点 ,r E P (x, 
yz) 点 的 位 矢 ,Q RERE Ь 的 末端 ,Q 点 显然 应 
在 所 求 的 平面 内 ,因为 所 求 的 平面 要 与 失 量 a 3 


直 , 所 以 在 该 平面 内 的 矢量 P=5 一 + 应 与 a sË 
直 , 即 
(b—r).a=0 


或 
rea=b.a 
BN 1. 12 图 这 就 是 所 求 平 面 的 矢量 形式 的 方程 。 该 方程 用 直 
角 坐 标 形式 表示 是 


(zi + yj ә) + (Qi LT 3j d 6k) = (i+ 5j + 3k) + (2i+3j + 6k) 
即 
2x + Зу +6z=1X2+5X3+3Xx6=35 
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1.13 设 已 知 点 (zi ,yi ;zi) 的 位 矢 为 a, 任 意 点 (x,y,z) 的 位 和 撩 为 ,描述 下 列 情 
况 下 7 的 轨迹 : (1) |на | =3; (2) (r—a) *а=0;(3) (r—a) • r=0, 
Ж D 中 心 在 Cri ,yi ,zi) ,半径 为 3 的 球 ; (2) 垂直 于 矢量 a 并 通过 其 和 撩 末端 


的 平面 ; (3) Pot (PE) EAA ИСС Са) НЕ а 的 球 。 


2 
1.14 求 题 1. 12 中 坐标 原点 到 所 作 平面 的 距离 。 
解 ” 从 原点 到 平面 的 距离 是 b 在 a 上 的 投影 。 
RE a 沿 其 自身 的 单位 矢量 是 
¿= a — 2i+ 3j + 6k -ipj 6k 
a (2 和 十 (37 十 (0 7 7 7 


b 在 a 上 的 投影 
b- à =G 5j 3k) + (Zi rk) 


43x = 5 

1.15 ğa=3i—j—2k,b=2i+3j+k, RR: (1) |aXb|;(2) (a+2b) X (2a— 
b);(3) |(atb)x (а) |, 

答 (1) V195; (2) —25i+35j—55k;(3) 2 V195, 

1.16 如 图 所 示 , 设 Vi ,ys ,Vs V. 四 矢量 的 模 分 别 等 于 四 面体 四 个 表面 F, , F, 
T, , F, 的 面积 ,矢量 的 方向 是 这 些 表 面向 外 的 法 线 方 向 , 试 证 VV 十 Vs 十 Vs 十 Vi 二 0。 


证 “以 wm 为 边 的 三 角形 面积 是 并 lxxv |. 


=1х2+5х 


四 面体 每 个 面 的 矢量 是 
— 1 _— 1 
Vi = ах, V: = >b е 


У, = Теха, V, = Fea ха) 


题 1. 16 图 


于 是 
V, +V, T V, + V, = [a Xb+ bXc+eXa+(e—ax(b а)] 
1 
P; 
=0 
这 个 结论 可 推广 到 封闭 的 任意 多 面体 。 . 
1.17 设 a=i--2j 一 3k,b 二 2i 十 j 一 kc 一 i 十 3j 一 2k, 斌 求 :(1) (бахь Xel; 
(2) [ах (Ье) |; (3) a (bXe); (4) (аЬ) + e; (5) (aXb)X(bXe); (6) (aX ` 
b) e с), 


‹(‹ахЬ-+-Ьхс-+-сха-+схЬ—сха—ахЬ—ахХа) 
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答 (1) 54/26; (2) 310; (3) —20; (4) —20; (5) —40i—20j+20k; (6) 35i— 
35j+35k, 

1.18 试 证 a，(bXe) 是 以 a,b,c 为 邻 边 的 
平行 六 面体 体积 的 绝对 值 。 

证 ”如 图 所 示 , 设 nn 是 bXxe 构 成 的 平行 四 边 
形 了 的 单位 法 向 矢量 ,h 是 矢量 a 末端 到 平行 四 边 
形 工 的 高 。 因 为 平行 六 面体 体积 等 于 平行 四 边 形 
( 底 ) 的 面积 乘 高 ,所 以 

V = (а,п)‹(|Ьхс|)=а+[|Рхс|п]=а@а*(Ьхс) 

# a,b,c 构成 左手 系 , 则 a。”<<0, 命 题 得 证 。 

1.19 WWE a. (8Xc)= 王 bp。，(cXal) 一 c， (aXb), 


题 1.18 图 


证 因为 
a, а аз 
a. (bxXc)= |b b b, 
Cl C2 C3 
根据 行列 式 的 行 与 行 或 列 与 列 对 调 一 次 ,就 改变 行列 式 一 次 正 负 号 的 性 质 , 有 

а a, аз b Db, bs b bD, b, | 
б, b, b,|=— |а a а |= |с, со c |= b. (сха) 
cl <“ Cs cC <“ Сз а а аз 
a, а; аз O C G Cl CG G 
bir b |= | b b ъ= а а; аз |= ces (ахь) 
cC €G G а а» аз b b bs 


1.20 HERE ab ce 共 面 的 充分 与 必要 条 件 是 a ， bX c =0, 
证 a* bXce=0 可 以 写成 a， (bX c)=-0. 
如 果 a,b,c 共 面 , 则 以 a,b,c 为 邻 边 的 平行 六 面体 的 体积 为 零 , 由 题 1. 18 知 ， 
а• (ЬХхс)=0, 
ШЖ а, (Ье) =0, ШЕ a,b,c 构成 的 平行 六 面体 体积 为 零 , 所 以 a,b,c 必定 
EM. 
1.21 4i Catb) • (Ье) х (c+a), 
Ж ?а +: хс, 
1.23 试 证 球面 三 角形 的 正弦 定理 。 
证 如 图 所 示 , 设 PQR 是 一 球面 上 的 三 角形 ,三 角形 的 三 边 是 三 段 球面 统 长 ， 
题目 要 求证 明 的 是 
sinP _ sinQ _ sinR 
sinp sing sinr 
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设 球 的 半径 是 单位 长 ,从 球 心 O 〇 到 P、Q、R 各 点 的 矢 径 分 别 为 单位 矢量 a ,b,c。 
根据 例 1. 12 有 


(a X b) X (a X e) = (a * b X c)a | (а) 
垂直 于 aXb 和 bXc 的 单位 失 量 是 a, 于 是 式 (a) 成 为 
sinrsingsinPa = (a • b X c)a (b) 
或 
sinrsingsinP =a * b X € (c) 
将 p,g,r;P,Q,R #la,b,c 轮换 ,得 
sinpsinrsinQ = Бе c X a (d) 
singsinpsinR = сеа X b (e) 
由 例 1.19 知 , 式 (c)、 式 (d) 和 式 (e) 的 右边 相等 , 故 有 题 1.23 图 
sinrsingsinP = sinpsinrsinQ = singsinpsinR 
于 是 


sinP _ sinQ _ sinR 


sinp sing sinr 
1.24 Е (аХЬ) • (bXce) • (cXa)= (a * bX), 
证 由 式 (1.36), 有 
рх (cXa) = с(р • а) —а(р • с) 


设 p= 二 bXc, 则 
(bX c) X (c Xa) =c(bX c+ a)—a(bXx c • с) 


=e(a + bX c) —a(b + cX c) = c(a * b X с) 
所 以 
(a X b) • (bX c) X (c X a) =(a X b) • e(a * b хс) 


=(aXxX b+ c)(a + bX с) 
=la» b хс)? 
1.25 RREA 2it3j—k,i—j—2k,—i+2j+2k 的 对 偶 矢 量 组 , 


答 itik, 214] k, ziti k, 
, е, Хе; , __ e, Хе, , el X e; 
1.26 已 知 el z е Хе, ' е ws е, -axa Ë е, e, X ea 天 0， 


试 证 : (1) # e, e Хез =V, m e, . e, Xes=1/V; (2) # е, 62 ,83 不 共 面 , 则 е! a 
es 也 不 共 面 。 


‚е X e, ‚е Хе, ‚е, X e; 
— е, 一 生父 ez 


证 e= ey е 


则 


_ (е; Хез) • (е, Хе) X (e, Xe) 
у? 


ГА , ГА 
e, ег X e; 
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_ (e, Хе) • (e, Хез) Хх (е, Xe) 
Vš 


利用 题 1.24 可 得 


, / , (e *e Xe) _ у? _ 1 
e, * е X es = ү? ү ү 


(2) HM 1.20 知 ,如 果 е ,es 和 e, 不 共 面 , 则 e, • е Xes 关 0。 从 题 1. 26 证 明 的 
结果 可 知 ee • es Хе, 50, Т1 е ,el 和 es 不 共 面 。 


. ， А N d d? da da 

1.28 E% а= sinti +costj +tk, RR: D D 49569) TD | 
解 (1) P= iinit L (сови) А (ОЕ= соз — sint +k 

dia_d/da\ ` _ . . 
(2) 42 22047) sinti — costj 
(3) “а = y (cost) + ( sinn) О) =,/2 

dal _ — z 
(4) T =y (— sint)? + ( —cost)2 =1 


1.29 曲线 C 的 参数 方程 为 zx 一 z(s),y 一 y(s) ,zx 一 zx(5), 式 中 是 从 曲线 C 上 
一 定点 沿 着 C ЇЧ К. iç ~ 是 曲线 C EEE Р 的 位 矢 , 试 证 明 dr/ds 是 曲线 
C 在 该 点 的 切线 单位 矢量 。 

证 KES it у tk) = ® 4 SD; + 35k Эњ r=), у= у(5), z= 


z(s) 相 切 。 
再 证 此 矢量 的 模 为 1。 
因为 
(ds)? = (ах)? + (ау)? + (dz)? 
所 以 
ка) +E) — -， 


1.30 ЩЖ r=acoswt, y=asinwt,z=btla,b,w 是 常数 ) 上 任 一 点 的 切线 单 
位 矢量 。 


外 ”二 Cawsinw 引 十 Cocoswt + bk 
答 ”一 2530w T ашсозо TOK 


° 


1.31 Ba, b ÈRE и 的 可 导 函 数 , 试 证 : 
GD а bma. WHA. h, (2) аху ахаар, 


dt dt d dt dt d 
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证 方法 一 
d _, (a+Aa)* (b+ Ab) —a ° b 
(1) 4358 b) lim АХ 
=li а • Ab+ Ла ° b+ Aa ° Ab 
= |5107 20 750 t D 1 AG ° AD 
м—0 At 
1 / Ару Aa Aae Ab 
lim (a мом‘ A ) 
а аа 
а аа b 


上 式 中 lim3a 2 А00, 
aro At 


(2) Я (ахь) р 29) X (br Ab) ахь 
di Ai->0 At 


=i АВ Аа Xb+ дах Ab 
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Мм-+*0 At 
КЕ Ab Ла Ла 
= (а | ду 01 м X Ab) 
db, da 
Sax р хЬ 
. Aa 
ER Фит xX Ab=0, 
м—0 {МЇ 
方法 二 
(1) aSa ita: j+task,b=bi+b,j+b,k 
d d 
1% Ы b) = ab | asb, | asb, ) 
_ аб, аб» аб» да, ‚ da; das 
(a. а а“ Т )+ (9. Кош?" Т т 
_ db , da 
=a аа b 
i j k 
d 
(2) 4159 0) d a, а» аз 
b, bD bs 
利用 行列 式 的 求 导 定理 ,得 
i j k i j k 
а аә аз А da, da, das db da 
| 二 aX 一 十 一 Xb 
db, db, db, dt dt dt dt d 


а d d b Ób b 
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1.32 мк (а . da Ф ?). 


dt dë 
Е ”根据 例题 1. 28, 有 
和 和) 
=a da x Фа-+0+0 
1.33 设 a,b 是 * бу ай. RRE (а. P-L. b). 
е 


1.34 设 a 的 模 为 常量 ,日 


证 因为 a 的 模 为 常量 ,所 以 a a 二 常量 。 于 是 


d da da _ 
geL q; J a = 2а ШО 
aA a. do, da , 必 有 a S ЕЕН. 


1.35 Baa) = 3121— Ua+H4j— (1 — 2k, b) = sinti 十 3e tj —3costk , R 
d 
1=0 ЇН z(a xb). 


答 一 30i 十 147 十 20K。 


da da 
1. 36 ШШ a goeg qr ° 
证 方法 一 
设 
= ai ај 十 cs 天 
则 
da _ l z ,2 ay da, da da; 
q = plai ай t ар 2 (2a, SE + 2a, T + 2а; шз) 
а d d 
_ 4 а аз tas н 
Май +а На а 


所 以 


258 附录 D 部 分 习题 解答 及 提示 


a.da „да 
dt dż 
方法 二 
因为 
— d 2 
as a=a, (аа) = 964) 
dt 
d __ da , da _ ‚да 
a *@ 2) a d 4 a 2a 4; 
Н 
(а?) = 2а 8 
所 以 
da _ da 
2а ч, = 2а 
即 
a da da 
dt а; 


如 果 a RERE Ha 30-0, ДЫШ 1.34 所 证 的 结果 。 


1.37 设 F 是 zx,y,z,t 的 函数 ,而 ryz 又 是 1 的 函数 ,并 且 都 是 可 导 函 数 ， 
试 证 
dF _9F ƏFd<z= ,9F dy 9F dz 


dt дї + ozd 3y dt Əz dt 


证 设 F= Fi (zm,y,z,t)i+ F,(z,y,z,tj T F;,(z,y,z,t)k,WJ 
dF =ағі + dF,j + dF,k 


= (d+ dz + idy + а dz )i 


+ (Hear Pedr + dy +224 az); 


+ (2а E dx ЕЯ е) 
IF, oF,, ӘБ 

= (б у + dt (2 491 Faj 4 Esg )da 
JF F, 2R aF 2E; oF 

+ (+ 9з, 9з up 2E; ү дЕ, 
ти 7 十 了 kayt (5 i+ +k )de 
зв, +2 вз, 

dz 
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所 以 


dF _9F _ JF dx ,9F dy ， ЗЕ dz 
dt Ət Әх ё дуа Az dt 


N , 、 да да Fa Fa 
1.38 # a=cosry +(3ry— 2z’ )j— (Зх 2у)к, RR: 58, Jy’ э? 252° 


ga Fa 
дхду’ дудх° 


= 24 一 ysinzyi 十 (3y 一 4z)j 一 3K 


дх 
да . . А 
3y —zsinryi +3zj—2k 
J? . ñ 
5 2 一 — y cosryi— 4j 
х 
а — х? соѕхуі 
ду? 
Fa д?а 


= — (xycosxrytsinry)i+ 3j 


2 
1.39 а= 2° узі 2rejrek,b=24+ yj — 2k RRAC, O0, 29 0 


дхду . 
(ахь), 
і j k 
解 aXb=]|r' yz —2ze де? 
2z y = д? 
= (210° у? — ryz’ ji + (rz? + лі ух) ј + (z2y2z 4те )К 
Ке = (бда? — ух?) + (22° + 4х3 ух) ј + (2zy2z | 4')К 
2 
= =— zi + 4r’ zj + 4ryzk 
2 
EA, 0,24, HED вр, 


Эхду 
1.41 BROO = биа 200) — 3, О. (1) [RCwdus (2) | Rwan. 
解 (D [Rodu = [Ccu — i+ 2 — 3k]du 

= ifu wdea jf2u’du + kf — заи 


и? и 


(а) (5) за a) 


2 3 
и? „Зу. ut. 
= (5 з) 5) Зик + c 


260 


HRD 部 分 习题 解答 及 提示 


式 中 ee 一 ci 十 co 十 csK。 
2 ц? и ү. WU. 
2) | RO du = (6) +57 uke] 


2 
1. 42 wR fa x аа, 


_ da da „da _ аа 
ш а(х ахар таа ағ 


da, (а da da . 
fax Sed | (ах ба) аха +. 


1.43 ”证 明 行 星 的 轨道 是 椭圆 ,太阳 是 椭圆 的 一 个 焦点 ( 题 1.43 图 ) 。 
证 由 理论 力学 知 ,质点 在 有 心力 作用 下 


у 
的 运动 微分 方程 及 其 动量 矩 可 写 为 
dv _ _ GMm dv _ GM 
m- = 01 Bp р" (а) >л 
rxv=2H=h (b) LA - 
x 
x 
r= r_ „dr dr, 
ШЕТ d dr f 
即 题 1. 43 图 
d 
h=rxv= m x (т) r х qr (c) 
由 式 (a) ,得 
d GM . 、 d 
qr Xh 2 г, X h = GMr, X r, X T 
(е . dr __ йг, __ ум dr, 
GM] (r, dz )г (г, r g |= ом: 
上 式 是 因为 六， а ос 1.34), 
атла, Со хп) = 2 Xh, 
а _ ng dr 
309 < h) = СМ 村 
积分 得 
ох В = СМғ, + p 
由 此 


re (ох h) =GMr er + r+ р 
=GMr + rr, + p = GMr + rpbcos0 
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式 中 ,p 是 模 为 p 的 任意 常 拓 ,0 是 p уг, 的 夹 角 。 


故 有 


因 为 


re (охи) = (rX) + h=h+h= h 


h? = GMr 十 rpcosb 


_ д? _ h /GM 
GM 十 pcosg 1+ (p/GM)cos0 


由 解析 几何 可 知 ,焦点 在 原点 ,偏心 率 为 s 的 圆锥 截面 极 坐标 方程 是 


a 


r + єсо5@ 


r = 


式 中 ,a 为 常数 。 将 这 个 方程 与 上 面 所 推 得 的 方程 比较 ,而 且 行星 的 轨道 是 封闭 曲 
线 , 所 以 行星 的 轨道 是 椭圆 曲线 。 


1.44 9 Ф(х,у,х) = 32? у— y е? , 斌 求 在 点 P(1, 一 2,1) 的 VB( 即 grad). 
Da оооу» 
解 ve отын y z) 


1.45 
axy, 
答 5,7i 一 j 一 11k。 


1.46 


解 


(1 


Z (322 y— у? & Еа ук 2 (312 уа?) 


=62у + (32° —3y з?) 2y zk 
= 121—9 16k 


设 а= 2271—32 trz k,bp=2x— z: y, RREA Р‹1,—1,1) а • УФ 


0 (1) Ф= 1а ||; (2) =+, RVO. 
) r=zit yj Tj zk, ЇЙ 
r= уту 


=ln|r|= Заб у +) 


УФ = 


“аба +y + 22) 


д 2 2 Р . д ñ > 3 > А 
{зл ty ++} зул Hy +2) Бка | 


x= 00| 


— r 


2х L: 2у 2z 
Fy + ' J = T y: TZ tk p) 


(лї + yj + zk)/(x ` + y + 22) = r/r 
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1 1 
(2) Vð =Ç (=y = 


‚д L; 1 д -l 
=i a ty +2?) z+j a ТУ КЕ? ¿ko ty H) 2 


)=Y Гау te) 72] 


аунау +40 бгу) 
[суо #2 | 
2 
хіі yj + zk 
(+y He)? 
1.47 WWE УЛ" Snr r, 
证 у" =Y Vr Fy F= (ry 22) 
=i Zia +y 97+] pia +y +z] 


=—r/r 


ауа) 
ауа а урса Буа) '2y] 
п 2 2 2 一 1 
жау 2z 


= п(а Hy +e)? '(аї+ yj tek) 
= 10,2) 'r=nr"°r 

注意 , 若 r= rr, AEn E: r Jy n BJ Е, М,” — nr" ri, 

1.48 жу (3 于 一 4Vr 十 6MVr) 。 

答 (6—2r 2 5) 

1.49 EVS ФЕ РН ФО, ух) = С, СЖЖ. 

证 i r=rityj tek 是 曲面 上 点 PCr,y,z) 的 位 矢 , 则 dr 一 dxi 十 dyj 十 dzk 在 

曲面 过 点 P 的 切 平面 内 。 但 


304, 4 Bay у 294, — 
аф = s dz + Jy t 5 了 dz 0 
或 Ф 
аф. , ӘФ, , әф . | _ 
(221-587 + 526). (dzi + dy +44) = 0 
即 


Ve. dr = 0 
所 以 VG 垂直 于 dr, 也 就 垂直 于 曲面 。 
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1.50 试 求 曲面 2xz’: —3zy—4zr=7 在 点 (1, 一 1,2) 的 切 平面 方程 。 
解 У (212? —Зту- 42) = (22? —3у— 4)1-- 3х] 十 4x2zk ,过 点 (1, 一 1,2) 曲 面 的 
法 线 是 7 一 3j 十 8k, 过 位 矢 为 x 的 一 点 并 与 法 线 N 垂直 的 平面 方程 为 (r 一 r,)， N= 
0, 所 以 要 求 的 方程 是 
[Gi + yj 12) — G — j+ 2k)] + (7i—3j + 8k) = 0 


即 
7=—1)—3(C(y + 1) +8(z—2) = 0 
1.51 试 求 曲面 Sr ty 在 点 (2, 一 1,5) 的 切 平面 方程 与 法 线 方程 。 
Z 一 2 _y+l_z— 
4 一 2 一 
1.52 WWE S 的 最 大 变化 率 ( 即 最 大 方向 导数 ) 的 模 与 方向 就 是 VG 的 模 与 
方向 。 


答 4x 一 2y 一 z 二 5， 


六 或 一 4 十 2,y 一 2 一 1,z 一 一 上 十 5。 


аф _ op dz ‚ ə dy | 2Ф dz ' 
ds дт ds goyds де ds 
Е (22: аФ. ӘФ ): (9 


dy, ņ dz 
дл + ду? + Jz“ ds + 457 + АК) 


оф. 
= УФ ds 


因为 年 是 单位 矢量 ,v6 . Lavo 沿 们 方向 的 投影 。 щуф 与 他 同方 向 时 ,其 投影 为 


最 大 ,所 以 方向 导数 S 严 的 最 大 值 是 1v@| ,ve ЫЧ а. 


1.53 设 B=ary: 十 byz 十 cx?x? 在 点 (1,2, 一 1) 的 梯度 v6 平行 于 > 轴 , 模 的 最 
KEH 64, 试 求 常数 a,b,c 的 值 。 
Æ a=b,b=24,c=—8, 
1.54 试 求 曲面 т ty z =9 与 z=x2 у EODD. 
解 ” 两 曲面 在 某 点 的 夹 角 定义 为 两 曲面 过 该 点 法 线 之 间 的 夹 角 。 
过 点 (2, 一 1,2) 的 曲面 二 十 六 十 对 一 9 的 法 线 为 
Vé, = V (2? + y + Z) = 2xí + 2yj + 2zk = 4í— 2j + 4k 
过 点 (2, 一 1,2) 的 曲面 z— x + у —3(sk 妇 十 只 一 z 一 3) 的 法 线 为 
УФ, = У (2° +y — z) = 2zi +2yj—k = 4i—2j—k 
(УФ, ) • (УФ, ) = | УФ, | | Vo, |cos0, 式 中 9 就 是 所 要 求 的 夹 角 。 于 是 
042—2] + 4) + (471—2) — ЮК) = | 41 — 2) + АК || 4—2) — К | cos0 
16 十 4 一 4 一 V(4)? 十 (一 2)? 十 (4)? (ДУ + C 2): + (— D cosh 
cos = 8/21/63 = 0. 5819,0 = 54°25’ 
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1.55 PE M Ф—=2х%у°*,$АЖ\У 。VG6( 即 div gradG@G) ,并 证 明 Y - уф=\у?ф,„ 
‚ д ‚д 3 
解 (D Ve Si 5 ay z tj gz 2t y z) +k Zy) 


一 6z2 y z it 4r’ уг! j t8r y 22k 


Ç + yö = (да+ +Z) • (622 y ztit4r yz j 8л? y zk) 
оа. ду». 
Sgr GS t ye tr yz) 
=]2ry z 4л? z! + 24x° y г? 


人 人 


ЕГУ 


к o=o 
2 2 32) 


1.56 АЙЕ: (D V + (a+b) =V + a+ + b; (2) V + (Фа)= Суф) + а+ФСУ/ • a) 
证 设 


° 


а= аі +ај 4а, b= bi+bj-+ bk 


(DD) у + (ав) = (р К (а tb i Caz Hoj (а ОЖ] 
дх ду д& 


La T TER (cz 十 加) 十 元 (asb) 


-2a x +9 + », +96 


+5 


2. д. c 。 А 
=( = | 7 уж) e (а-а; ја, К) 


| (27+ | 5/19 к) ° (bi bj Fbsk) 


=V aty + b 
(2) V • (Фа)=\ Ы (aiit Фа, j + ba, k) 


д д д 
= 5=(Фа) | ay Pa) { sy as) 


д 6 д 
2а. O Ф 95-9, +Ф°® 


_ дФ дФ дФ ja, даз даз 
а + уа. Had (5 эу Г | 


(Sirk 


AET к) ` (Caritasj iask) 
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++) +k): Саа аю 
=(7ф) * a+ @(V + a) 
1.57 试 证 V。 (®)=о. 
证 设 Br ,a 二 r, 代 入 题 1. 56(2), 得 
Ve (rr) = (ур?) r+ (r 2) N e r 
=—3r°r+ r+ 3r 一 0 
上 式 利用 了 题 1.47 的 结果 。 
1.58 1#а=г/т",ял>0( гелі yj+tzk,r=|r]) RV + a, 


н оаа (5) (2) 0(8) 


дх Vr” ду\т” де\г” 


1 пхх l nzi nzz 


r” rir r” rlr к"! 


3 n 3 一 7 
"у"? r” 


1.59 试 求 : d) V + Geer); (2) Ç + [ry 0/r)]; (3) VEY + (r/r25J, 
Æ (1) 6°; (2) 3r; (3) 2, *„ 


1.60 1#а=х«#%1—2х* уш] 十 2yxzk, 试 求 在 点 (1, 一 1,1) 的 7Y Xa( 即 curla) 。 


解 уха = (Ft tI) X Ci 22 учу +2yz'k) 


i j k 
oja д 9 
Ix ду dz 

ха? —2r’ yx 2yz4 


=[ 52y) 2 22) + | 到 czz) 一 天 (23z) j 
02 a | 
== (22 22 у) 32° j—4zxyzk 
在 点 (1, 一 1,1),Y Xa 二 3j 十 4k。 
1.61 设 a=2zzi 一 yzj 十 3xx*k,@ 一 x?yz, 试 求 在 点 (1, 一 1,1) 处 的 ; (1) Ç X 
а; (2) сиг1(Фа); (3) V X(V Xa); (4) V (a ° сипа); (5) curl grad( Pa ) 。 
Æ (D itj; (2) 5i—3j—4k; (3) 5i+3k; (4) —2i+j+8k; (5) 0, 
1.62 У Xa=0, WRV + (axr), 
解 i a=aita:j+ta;sk,r=zxi+yj+ zk, 
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i j k 
aXr= |а а; @ |= (za; — уаз)і+ (хаз — za i)j + (ya, — za;)k 


r y z 


9 
У (a X r) = Z (zas — yas) + + (хаз 一 zai) + ©-Суа, — zas) 

дх д. 
— „даг _ у даз gs да | да _ да 
ШЕ Y Jz К^ Эу эу У әх az 
= {94 — даг да, за) (5 — 5) 

(35 дж )+ (92 dx +z Jx ду 
_ . ， | Jaz _ даз \. за — 2а (22 — 9) ] 
= G + у] + zk) (5 дғ + (5 ax j+ дх ду k 
= r+ (V X a) 


ЖУ Ха=0, У + (aX r)=r =+ (Ç Xa)=0, 


1.63 BRY X (点 )。 


Z% 0. 

1.64 WWE: (1) Ç X (V@)=0; (2) V • (У Xa)=0, 
i j k 
9 a 9 

证 (1) v х(уф=+ x (081-9) + 581) = Эт Jy Jz 
20 IP 35 
дх ду Әд 


2:(52) V 


=[зу(5«) =ә: (9) 180) 7з 


sto) A 


=( д*Ф Ф dg, Ф _ FË k=0 
Jyðz = 5) + (522 9295) (2255 3722 ) Е 
і j k 
— 9 9 9 
(2) Ç • (У Xa)=V Эт Jy Эк 
а аз аз 


— Jaz _ Jaz . дау__дазү. да» да 
| 92 + (55 227+ (52 22) | 

=2 (= =) (ы ош) 2. (2а оа 
ду д 9y\ gz O< 9 工 эу) 


_ Jaz Iaz Ia д?аз Ja, _ д?а; 


5zay azraz Әудх ӘуӘх Әдл 959) V 
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上 面 的 证 明 过 程 中 ,假设 Ф.а 都 存在 二 阶 偏 导数 。 
由 以 上 证 明 可 以 推 得 (cXem) 二 (cecXce)m 二 0, 式 中 m 是 标量 ,ce。(cXa) 一 (ecX 
с) * a=0, 
1.65 设 f(r) 可 导 , 试 求 curl(rf (7))。 
证 curl(rf(r))=V% X (rf (r)) 
=V X[zx<f(r)i+yfGr)j+<xf(r)k] 


i j k 
__ д д 9 
Әх ду де 


Lf. yfr) &#/{О) 


ду > де 9х J дх ду 
但 
af ,of or _9/ 9 р КУРБУ = Ғ (х _ f< 
дх ar gx ðr Ax М Ey T r 
同 理 
If _ fy af _ fz 
ду т? dz r 
所 以 


1.66 试 证 Y X(V Xa)=—V?a+V (V +a), 
证 将 a==b= 了 ,c=F 代 入 式 (1.18), 得 
VX(VXF)= У (У, FP)—-ü(V+ Vv)F=Y(V.F)—YF 
注意 ,以 算 子 代 的 а,Ь БУТЕ с 之 前 ,否则 式 (1. 18) 不 能 直接 利用 。 
此 题 也 可 用 直接 展开 法 证 明 。 


1.67 设 V=wXr,w 是 常 撩 , 试 证 e= curlV, 


i J k 
ME curlV =Ç XV= NÇ X (@ X r) = w б оз 
rH y z 
=y х [ог wyi (озх ох) ј wy— wr)k] 
і ј k 
2 2 2 
дх ду dz 


WZT озу оз UGZ wiy wT 
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=2 (wi Fw: ј twk) =20 
于 是 
o 一 lvyxy= 工 curly 
2 2 


1.68 设 B(r,y,z) 对 于 轴 的 旋转 是 一 标量 不 变量 , 试 证 grad@ 在 这 种 变换 下 
是 一 矢量 不 变量 。 


、 1; =/= 一 一 、 J. Ф.Ф —_ 29%; 


+ 
因为 
T = oz 十 azy 十 aasz 
y = алх az y + aza z 
z = ant + ase y + asz 
利用 链 式 规则 ,有 
ТИСА 


дф _ ӘФ Әх | ӘФ ду 9Ф әх _ 20 
ду дх ду ду ду dz ду 


36 _ dər | I ду ээ: _ эд 
дж дх Jz Jy dz де де 524: +9 уаз + 9 


ЖБ = Kraj bl ijk, AM MARA. овуна SER ЗЕР Ж. 


1.69 а= Br +6у)і —14уај + 20хг* к, ЁЛ (0,0,0) (1,1,1) А945 
[а . dr, 所 沿路 径 C 是 : (1) де ty = Ë ,z= Ë; (2) 直线 从 点 (0， 0,0) 到 点 (1,0,0)， 


ANY 


再 到 点 (1,1,0) ,最 后 到 点 (1,1,1); G) 点 (0,0,0) 到 点 (1,1,1) 连 成 的 直线 。 


а: +2 Son + Š 2 


解 | . ағ = | Сез + by)i— l4yzj + 20122] . (dri + dyj + dzk) 


-| (32° 十 6y)dz 一 14yzdy 十 20zz2dz 

с 

(1) Ж л=.у=?9,е<=%,4(0,0,0),(1,1.105{Дду Б 10,71, 所 以 
1 1 
| (9 — 280° + 60° )аг = 36 — 4t + 61° | = 5 
= 0 D 


(2) ЖАЗМ C0,.0,0)8](1,0,0),y=0,z=0,dy=0,dz==0, z H 0 变 到 1, 于 
是 沿 这 一 部 分 路 径 的 积分 


1 
| а= | (32° + 6 X 0)dx — 14 X 0 X 0 X 0 + 20z X 02 X 0 
1 0 
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从 点 (1,0,0) 到 点 (1,1,0) ,Xx 二 1,z 二 0,dr 二 0,dz 二 0, 而 y 由 0 变 到 1， 
1 
| ((3X1 + 6у) X0—14yX 0)dy+ 20X1X0 X0 = 0 
о 


№ (1,1,0) 4] (1,1,1),2=1,у=1,42=0,0у=0, z H 0 9] 1, 


1 
| .2ozdz = 2 
所 以 | 
_ 20 _ 23 
|а+4к=з+о+® 3 


(3) 点 (0,0,0) 到 点 (1,1,1) 的 直线 参数 方程 为 r=t,y=t,z==L,FFH 1 
[а-а =f (Ge + 6D модо + 200 оа 
0 


f _ 2 3 _ 13 
一 | (6 114 + 20 )dt = x 
0 


1.70 设 a=(2y+3)i+ x 对 十 (yz 一 z)k, 试 求 积分 | a。dr, 沿 的 路 径 C 及 其 
А 


始终 点 如 下 : (1) х= 22, у= 1,2 = Ë 0 |: = 1; (2) 直线 从 点 (0,0,0) 到 
点 (0,0,1) ,再 到 点 (0,1,1), 最 后 到 点 (2,1,1); (3) 点 (0,0,0) 到 点 (2,1,1) 连 成 的 
直线 。 

答 (1) 288/35; (2) 10; (3) 8。 

1.71 (1) 若 F 二 VE, 式 中 $B 是 单 值 连续 函数 , 且 其 偏 导 数 存在 , 试 证 明 在 该 场 
中 , 力 下 做 的 功 与 两 点 P (а, yi 21), Р» (m; , у» › ж; ) 连 接 的 路 径 无 关 ; (2) 反之 ， 


Ге .dr 与 两 点 连接 的 路 径 无 关 , 证 明 函 数 @ 恰 好 满足 F = Ve, 


Р, Р, 
证 D 力 的 功 = | в.а | Уф. dr 
Р, Р, 


__ P2 ‚дф, дф, дФ . . 
|, (2: + БуЛ 十 EEk ) (dai + dyj + dak) 


P, Р 
= | IP ir + ?Bay + 991, 
ду д 


P, Әл 
P, 
= |, dp = ФР.) — GP) 


一 Ф(х;,у,&;) — @(xz i ,yi zi) 
这 就 证 明了 ,车 B(x,y,z) 对 于 所 有 的 点 P,P 都 是 单 值 连续 函数 ,上 述 积分 仅 与 
Pi , P, 两 点 有 关 , 而 与 路 径 无 关 。 


D 车 | F dr 与 连接 点 P,P, WAR CER FRARI H. 
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(r,y,z) (rz,y, z) 
Dayo = | | к. дг = | и ғ. Фа; 


(ry +3) 21) (z 31 21) ds 
将 等 式 进行 微分 ,得 


Ф p, dr 
ds ds 
dD_ vg. dr 
BQ Vera TE 
pF) dr 
(V фФ-— Е) ds 


因为 要 保持 于 的 独立 性 ,所 以 有 F— Vo, 


1.72 (1) 若 下 是 保守 场 , 试 证 curlF= Ç X 下 一 0( 即 无 旋 场 ); (2) 反 之 , 若 Y X 
下 一 0 ,证 明正 是 保守 场 。 
证 (1) 车 下 是 保守 场 ,根据 题 1.71 知 下 一 VG6, 根 据 题 1.64(1) 可 知 
curlF = V X F = V X Vë = 0 
(2) 由 读者 证 明 。 
提示 ЖУ x F=0, NE == ш -5 эз =, 


3b n 9 
BES Б,,52- р, 
z y 

a 

S= F, TE 

T 

аф, _ 
p zk = УФ 

1.73 а= (х у)і+ (х4 у)ј, ЖИ 1. 73 图 
的 路 径 的 积分 中 a + ar, 

答 2/3, 

1.74 Ф = 2zyz2 ,FF 二 zyi— zj л?к, А C E 
曲线 = Ë ,у 21,2 C AREER t= 0 Я]; = 
1 的 下 列 积分 ， (1) | odr | F > ar, 

解 a) С, | Eñ 1.73 图 

Ф = 2ryz’ = 2(1) (21) (1)? = 41° 
r = зі + yj + zk = ťři+2tj + Ëk 
dr = (2 + 2j + 3 k)dt 


F = FitFjt Fak = SS + 2 + 
x ду 


1 
| Bar | леа +2) +rod = it 4+ 
> 0 
(2) ЖС, 
Е = zyi — zj + а? = 201—0 j + t'k 
F X dr = [С 3° — 2t Ji + (26 — 605) + AP + 2r kd 
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I 1 1 
J F X dr =i| (一 36 一 2dr jÍ (一 аа +в (а + шй 
C 0 0 0 


= 9. 2; 
=- 16 zI К^ 
1.75 (1) ҖЕ F=(y cosrt z’ it (2уѕіпх —4)j + Gr? +2)k 是 保守 力 场 ; 
(2) 求 下 的 势 ( 标 量 ); (3) 求 从 点 (0,1, 一 1) 到 点 (x/2, 一 1,2) 力 下 做 的 功 。 


Æ (2) Ф= у?ѕіпх х=? —4y+2x+ С; (3) 15 十 4r。 
1.76 计算 |。 > ndS RP a = zi + zj — 332k, S EJ z 一 0 到 z 一 5 第 一 象 
S 


2° ty = 16 的 圆柱 表面 ,n 是 S 的 法 线 单位 矢量 。 
解 S 在 zz 平面 内 的 投影 记 作 尺 ( 见 题 1. 76 


В). 
ахах 
[е - nas = [зет Газ] 
х*+у*=16 的 法 线 为 V(x? 十 y) 一 2xi 十 2yj ,S 
的 法 线 单位 矢量 
2xi + 2yJ _ xi + yJ 
VOY + у)? 4 
因为 SKREK rty =16, 0 


a n= (21 + zj — Зук) 。 (gs) 


[== Yara = || (= +2) аа 


= КЕ 8)dz = 80 


1.77 # а= (3х -у)і ај Б (у 2)К,6=21—3ј 十 大 ， 试 计算 积分 中 (a X b) X 
C 


dr. 积 分 路 径 是 沿 лу ЭР КИЙ Ж], OERA, {5 2, РУТ. 
答 4x(7i 十 3j)。 


178 Е = + (к —9ле)]— лук ЧАЯ |0 X 。ndS. 式 中 S 是 球 
Ш 2° ty te = а? Ж ту ХЮ 1. 
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272 
i j k 
д 9 9 
解 VXF= 元 Jy Jz 
y 工 一 27zz — ху 
= zi + yj — 2zk 


ety +z а? 的 法 线 
У (2? + y° + Z) = 2<xi + 2yj + 2=k 


法 线 单位 矢量 
n= 244 + 2yj +2zk 
„Аа? + 4у* T 422 
— í + yj + “k 
题 1.78 图 


a 


х?+у?=а?,2=0 


fox “ndS = |v x p бп “лчу 
5 R ° 


= [aa + yj = 25) . (2—27 = үч» 
ү z/a 
ИЕ ЕТЕР 
VE улту? 
用 极 坐标 Z 二 pcospyy 一 psinp,dzdy 一 ododp, 上 述 积分 化 为 
np 了 = a р ae re 
|, , VE odo Z= pdodo 
_ 2n fa _ ТЗ ap 
= |, W Зо va = р + СУ )dede 


2n 3 
=f [ (а? — р’)? — а? ya — ø” |5 ]de 


2х 
=f (аў — а*)аф = 0 


1.79 计算 下 列 两 种 情况 下 的 积分 |а + па5. (1) a = yi +2<rj — 2,5 是 第 一 象 


限 内 2x 十 y 一 5 平面 的 项 部 被 z = 4 平面 所 切 的 表面 ; (2)a = (z+ уг 2zj + 
2yzk ,S 是 第 一 象限 内 2z 十 y 十 2z = 6 平面 的 表面 。 
答 (1) 108; (2) 81, 


= 


1.80 ЖЕ = 4zrzi— y j+ yzk яе e пі5.5 是 一 立方 体 的 表面 ,其 边界 


为 x 二 0,+ 一 1;y 二 0,y = l;z 二 0,z 一 1( 题 1.80 图 )。 
f DEFG 面 : n=i,x 一 1, 则 
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1 r imi 
J Е ° ndS -=f | (4zi — y? j + yzk) + idydz = | | 4zdydz 
DEFG 0J 0 070 


ABCO Ñ: n 二 一 i,x 二 0, 则 
1р 
[+ • ndS = || C yj yzk) • (— Ddydz 
ABCO 9-0 
一 0 
同 理 可 算得 


| F + nas =—1, || F- nas=0 
ABEF 


ODE 


f| £ -nas = 2, f| F- nas =o 
BCDE 


AFGO 


AM [|F .ndS 一 2+0 十 (一 1) 十 0 十 十 十 0 一 5 题 1. 80 图 
5 


(2.1) 
1.81 计算 | ‚10у — 2ху*)ах— Зх? y dy, W BJ BR £ I: rt — бху? = 4y’。 
(0,0 
解 方法 一 


М=10х*—2ху%.М=—3х? у? ,7 一 一 6zy 一 3 ,所 以 与 积分 路 径 无 关 。 我 们 
可 沿 任何 路 径 积 分 ,例如 , 取 点 (0,0) 到 点 (2,0) 与 点 (2,0) 到 点 (2,1) 两 条 直线 。 
从 点 (0,0) 到 点 (2,0) 的 直线 ,yy 二 0,dy 一 0, 积 分 为 


[оа = 64 
从 点 (2,0) 到 点 (2,1) 的 直线 ,zx 一 2,dz 一 0, 积 分 为 


| — 12y’ dy =— 4 
总 的 积分 为 


(2.1) 
| Aort — 2ху*)ал— За? y dy = 64 — 4 = 60 
(0.0) 
方法 二 
мам 4 3 2 、2 5 2 、3 я p 
у gz’ MOO -2ry')dr—3x y dy Æ 22° — 1? y 的 全 微分 ,所 以 
2.0 eD 
| (10х* —2zy°)dz — За? y’ dy =f d(2x° — r’ y?) 
(0,0) (0,0) 


== 60 
00.0) 


1.82 ЗЕНА СЕО я Ü =dy 一 ydz 计算 。 
证 将 M= у.з 代入 格林 公式 ,得 


= (245 — а?у?) 
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д д 
-yda = 2 — ZC > Jazay = [атау = 2А 
f хау уйт IESS Jy y) |dzdy | хау 


式 中 ,A 就 是 所 求 的 面积 ,因此 А = 下 zdy — ydz, 


L83 试 证 在 单 连通 域 里 当 且 仅 当 处 处 都 有 54 = 3 , 则 曲线 C 为 封闭 边界 


mÈ Mdr + Мау = 0, 


证 假设 MN 在 以 曲线 C 为 边界 的 域 R 中 处 处 都 连续 并 有 偏 导数 , 则 可 用 格 
林 定 理 。 


Kas ZN )dzdy 


рш + Ndy = 0 
反之 , 设 对 所 有 的 曲线 C 有 
ф Mdz+ мау = 0 


Ë: 一 37 >0( 在 某 一 点 P), 由 导数 的 连续 性 ,在 周转 的 域 A вата -M> 


0。 车 域 A 的 边界 为 卫 , 则 


Гуам әм 
f Maz + Nay = (50 Sy )4хЧу > 0 


这 与 环绕 任何 封 团 曲线 积分 为 零 的 假设 矛盾 。 зн <o 也 是 不 成 立 的 。 所 


以 对 所 有 的 点 都 有 5 =o, 


1.84 ЖЕ = 卫生 学， (1) RV X F; (2) 计算 沿 任 意 封闭 边界 的 积分 


$F 。 dr, 并 解释 计算 结果 。 


® (1)0 
(2) 设 z 一 pcosp,y 一 psinp:dz 一 一 psinpdp 十 docosp， dy 一 pocospdp 十 dosinp，, 则 


— ydr + zd 
фк. ar =ф эче -Jie 


对 于 图 (a) 9 


2r | 
фе. ar = f de = 2т 
o 


第 1 章 矢量 分 析 


(b) 


题 1.84 8 


对 于 图 (b)， 
а fao 
1.85 B aStri— 2y jtk, И r ty =4 Ж x=0,z=3 所 围 的 域 ,验证 斯 托 


克 斯 定理 。 
证 ”体积 积分 


А T2 39 oy 9 (2 
ПЫ аду ШЕСЕ 257) +1202 > Jav 


-=| — 4y + 2z)dV 


2 pi рз 
-| бу 22) dzdydz = 84x 


将 整个 表面 S 划分 为 底面 S1 (z==0)、 顶 面 S, (== 3) ЖИ Т] S (x° + уг = 
4), 则 面积 分 
J: 。 ndS = [е - па, + a ° ndS; + . ndS; 


Sı: n=—k,a=4ri— 2y j.a" n=0, Р 
[Г < ndS, = 0 
S, 
S,: n=k,a=4zxi—2y j+ 9k,a * n=9,+ E 
[а . ndS, = offas: = 36r ( S, 的 面积 是 4л) 
5, S; 


5з: х Бу? =4 的 法 线 V (Q? Hy =2zri+2yj ,于 是 
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п 一 


2ri+2yj _ <xi+ yj 2 2 
HA r + x° = 4) 
VAr + 452 2 


a. n= (421 — 2y2j + Zk) ° (TF)= у 


S,(z=3) 


dV=dxdydz- 


S (z=0) 


题 1.85 图 


由 图 可 知 zx 一 2cosb,y 一 2sing,dS, 一 2dgdz, 于 是 


2x [3З 

ffe e ndS; -| | [2(2cos0): — (2sing)’* ]2dzd0 
0 0 

S3 


2r 2x 
一 | (48cos20 一 48sins0)d0 = | 48cos20d0 = 48x 
o 0 
总 的 面积 分 


此 e ndS = 0 + 36x + 48x = 84x 
5 


1.86 计算 [к “ndS, 式 中 下 二 4zzi 一 yj 十 yzk,S 是 以 + = 0,5 = 1;y = 0, 
š 


y = 1;z = 0,z = 1 为 边界 的 立方 体 表面 。 
解 ”根据 散 度 定理 ,所 求 的 积分 为 


[[| т. кау = ||| зг) +56 у) + 202) av 
у у 


ооа 


v 


1rirai 
=| | | (4z 一 y)dzdydz 
0J0 


0 
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=| | — ye) А 
=| | .一 dydz = 3 
与 题 1. 80 用 面积 分 算出 的 结果 相同 。 
1.87 计算 r; nds, 式 中 S 是 封闭 曲面 。 


dydz 


解 根据 散 度 定理 
ffe - nas -Jff v -rv = | it Zj 2). (zi + yj + zk)dV 


= (= +24 +2 )av = [ву = = 3V 
式 中 ,Y E S 所 包容 的 体积 。 
1.88 WE Jii (фу °y — ру °ф) ау = ovv- УУФ) • dS, 


提示 设 a= 二 BVYV, 代 入 散 度 定理 的 公式 。 
1.89 Кш | vedy = fonas. 
证 &— a=&$C(C 是 常 和 撩 ), 代 人 散 度 定理 的 公式 , 则 


р ||| у. (DOV = [ес “ndS 


У. (ФС) = (Уф). С=С. VO, ФС. п C. (Ф) 
| Ie. vedy = с. [фаз 
y s 


||| vodV = [епа 
1.90 试 证 ||| vx bav = ffn x ьа, 


提示 Фа=Ьхс(с 为 常 矢 ), 代 和 人 散 度 定理 的 公式 。 
1.91 设 S 是 一 闭 曲 面 , 了 是 任 一 点 PCz,y,z) 从 原点 O 量 起 的 位 和 撩 . 试 证 明 ; 


(1) 车 原点 O 在 S 的 外 边 ,积分 | 2 "dS 为 0; (2) 车 原点 O 在 S 的 内 部 , 积分 


[" - TAS = 4л, 
© r 


因为 


因为 C 是 任意 常 矢 , 所 以 
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п 


Ф 
r? r 


证 (1) 根据 散 度 定理 | 7145 = [ff у. avm от йу. (4)=0, 


若 原点 O 在 SCV) 的 外 边 , 则 V 中 的 处 处 都 是 > 0, 所 以 | "— rds = 0, 


(2) 车 原点 O 在 S 内 部 ,围绕 O 以 半径 a 作 一 小 球 s。 令 t+ 表 示 由 S #ls 围 成 的 
域 , 根 据 散 度 定 理 i 


|| 一 TIS =|= ras+ ||; г 4$ = [|+ . „Чу =0 
因为 在 8020,8 ° 5 т 
i rs i rdg 


在 S Er=a,.n=— 7 ,于 是 


ner (C —r/a)*r_ rer а? _ 
- = 


r а? ола au 
| "аз =- |as = ff Las 
š r © r © а 


2 
= 145 = 199 = 4x 
ал а 


1. 92 WE far x b = [ox v> x bas, 
5 


ER Фа=Ьхс(с 是 常 矢 ) ,代入 斯 托 克 斯 定理 的 公式 。 


第 2 章 Ж 阵 
1 2 —3 —2 b q 
2.1 如 果 4 一 |3 4|, B=| 1 一 5|, 求 D=|r 5|,{ A+B—D=0, 
5 6 4 3 t u 
f 1—3—р 2—2—q 2—р —q 
解 A 十 B 一 D = 3+1—r 4—5— 4—r 1—s 
5+4—t 6+3—u 9 一 上 9—u 
0 0 
一 |0 0 
0 0 


故 得 
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十 
< 
^ч 
=з 
МУ 
mk 
Ж 
N сч c 
сеч сә см 
| 
+ Ф ч 
[| 
Q 
N шо < 
= N © 
сз ост N 
| 
© 
о 一 
| 
м © — 
| 
ч о о =з 
II 
< 
ed 
еї 
еї 


(2) А— С; (3) 一 24。 


一 一 一 一 一 ~ 
o + N 
| | 
+ С са 
| 

чое 
| | 
| 
o 
~ 
со 
МУ 
一 一 一 一 一 


— 1 


—n 
ч + N 
сб — =ч 
| 
NO N со 
— 
[ 
чч М =ч 
ч — © 
N O m 


A 一 424 一 


2 3 


1 
B= 4 5 6 


,计算 АВ ‚ВА, 


2 


1 


5 | 
N — c et 
| 
Ф N Ф N 
四 一 чо = 
| | 
| < Il 
Q 
< Ç < 
“= a 2 
mn 
ч 3 шж 
2 
МУ 
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| 1 0 —2 
(2) C'A=|—1 —2 
—1 2 1 
1 1+ 
2х1+1Х(—1) 2X0+1X2 2X0+1X2 


=į(—1)X1+(~2)(—1) (—1)X0+(—2)X2 (—1)(—2)+(—2)X1 
1X1+(1+D(—1) 1х0+(1+0) X2 1X(—2)+(1+)X1 
1 2 一 3 

二 | 1 4 0 

一 i 2 二 2i 一 1 十 i 


26 设 4- |,в=|' 1 ell 3 计算 ; (1)24 十 C 
- L = „D= „t= Й Н 3 
2 —1 —1 2—i 2 1 —1 
(2)BIC;(3)AC;(4)CA, 
I 5 —1—i 1 十 3i | 6 а 
答 (1) | 02) | 1—14 1+1 |03) | ; (4) | | 
5 —3 —3 7 2 2 
2 —2 
2.7 R FIER X. 
1 2 3 —2 0 1 
a) +x= 
3 —1 2 1 —2 —1 
3 —1 1 —2 —1 1 
(2) 2 зх =0 
2 0 2 3 —1 
2 0 1 f 23 [—3 —2 — 
W o a| — „|$ 72 2 
1 —2 —1| |3 —1 2| |—2 —1 —3 
—1 1] [—2 —1 一 
cp ax= 引 十 | 4 33 
2 3 —1 -1 1 3 
4 一 3 3 一 
x= 1 _[ 4⁄3 —1 1 
31-1 1 3| |[—1⁄3 1⁄3 1 


2.8 ЖШН X, [E1 
ЕБЕ 
2х + = 
2 
一 5/2 1/2 
一 1/2 1/2 


2.9 ЖА (а;),„.,.В= (Б), С (сь), р. АВТО =АВ+АС. 
证 矩阵 4 的 第 i 行 的 元 素 为 as ,аг, "а. ЖЕ 8 十 C 的 第 ; 列 的 元 素 为 


Æ x= 


= 
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bi Hci 6а созо "6 T+ c, o АВС) i ITE j 列 的 元 素 为 ад (b; 十 cy ) + 
аз (b; tey) Fo Ба, (b, Eey) = Уа, + сь) = Уаз, + Јале. 这 两 项 正 


是 和 矩阵 AB 与 4C 的 第 ; 行 第 7 列 的 元 素 。 
2.10 ”对 于 两 个 矩阵 4,B, 求 使 得 (4 十 B)’: 二 和 ?十 24B 十 B? 成 立 的 条 件 。 
Ж A,B 是 可 交换 的 , 即 AB= BA. 
2.11 А (а) „.,В= (6), С (с) хо АЕ АСВС) = (АВС. 


Р 
证 4 的 第 i 行 的 元 素 为 алав "adn, BC 的 第 J 列 的 元 素 为 26сы, 
А Р 
> бас зт, бәс „ЫҢ .АСВС) 的 第 i 行 第 i 列 的 元 素 为 


p А Р 
ад > лс» +az > Бокс + Баһ > быс 
h=1 k=l 


k=l 
n p P n 

一 Уа (D bucu) = > (X asbn )Cy 
к= 1 h=1 k=l в 


= (Уа, ус; + (Sarba cz 十 … 十 (Убал )c;; 
等 式 表 明 ,这 就 是 (4B)C 的 第 ; 1735 j 列 的 元 素 , 所 以 ,4(CBC) = (АВ)С, 
2.12 ЖА 3 тХп ЖВЕ,В A nXpEÆRE,C 为 rXg 和 矩阵 。 BJ; p,q,r 应 满 


足 什么 条 件 才能 进行 下 列 运算 ?运算 结果 的 阶 次 是 多 少 ? (1) АВС; (2) ACB; 
(3) A(B+O), 


Ж (1) p=r,mXg;(2) r=n=q,mX р; (3) r=n,p=g,mXg。 
2.13 试 证 方 阵 可 惟一 地 表示 为 对 称 矩 阵 与 反对 称 和 矩阵 之 和 。 


证 设 8 一 到 (4 二 AT),C 一 二 (4 AT), H] A= B+C. 


вт 一 | }‹А ка] = L(A +AT" 
2 2 
= [At (4797) = 20А ТА?) = В 


T 
с [аА | = аа-а 


= 1047 — (47077 = (А? А) == С 
即 ,B JEXT ERE RE , C R 2 КАЕ ЕЕ, Ж ЕД, Уу RE A 可 表示 成 对 称 矩 阵 与 反对 称 矩 阵 
之 和 。 
再 则 , 设 Bi =В,,С = — С, ,并 令 A=B, +C, , Wj 
T= (В +С)" = ВІ +C = В, -C 
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故 有 
А А" = 2В,, A—A! = 2С, 
Вр 
в, = А-А —в, с = 454 =c 
1 2 —1 
2.14 ЖА=) 3 0 1 | 表示 为 对 称 和 矩阵 与 反对 称 矩 阵 之 和 。 
—2 2 3 
1 5/2 —3/2 0 —1/2 1/2 
答 A=] 5/2 0 3⁄2 |+ | 1⁄2 0 —1⁄2 
—3/2 3/2 3 —1⁄2 1/2 0 
2.15 Вп WERE А = (2) ЯКЕ уа ,а,, ---,а,, 9 al ,al,…，,a, K 
ЖАТА, 
ai; 


azi 


解 HF А=‹(а,,а,.›,а„),а= ñ ;所 以 


Ani 
ау аг а 
а az а, 
то — 
A = . , q; = (ayoq (so a, ) 
Ain a z. а 
al 
T 
АТ 一 a> 
a, 
根据 乘法 规则 ,有 
T 
al aa aa … а?а, 
+T . 
т а; aza, а?а. … аја, 
А А = . (a, ,а,*,а,) = А 
т 
q, азаа, аа, … ala, 


2.16 Bn WERA ЮТК уат, а, а, ао a? p,e at 表示 
A'A=1 成 立 的 条 件 。 


| эл l, i=j 
=< a Tat =ë; „Врата 一 


0, i£0° 
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2.17 A,B 为 对 称 和 矩阵 时 , 试 证 AB 十 BA 为 对 称 矩 阵 ,4B8 一 BA4 为 反对 称 和 矩阵 。 

Ш 因为 4,B 是 对 称 矩 阵 , 所 以 A 一 4, ВТ = B 

(АВ + ВА)" = (АВ)! + (BA)? = ВТАТ + АТВ" = BA + AB = АВ + ВА 
可 见 ,4B 十 B4 是 对 称 和 矩阵 。 

(АВ — ВА)" = (АВ)! — (ВА)! = BTAT— АТВ" = BA — АВ =— (AB — ВА) 

可 见 ,4B 一 BA 是 反对 称 矩 阵 。 

2.18 A 为 对 称 和 矩阵 ,B 为 反对 称 和 矩阵 , 求 AB 为 反对 称 和 矩阵 的 条 件 。 

答 A,B 可 交换 是 4B 为 反对 称 和 矩阵 的 必要 与 充分 条 件 。 

2.19 А,В HARDE ELERE rA San Han 十 … 十 a ;求证 tr( A+ В) = 
ПА (В, 

证 А (а;),В= (Ь;),АЪВ= (а +b), 


A+B = Уа, 十 bi) = Уа + X, = trA + trB 


2.21 如 果 АВ-А,ВА B, RIEA УВ HERRERO A — 
证 
АВА=‹АВ)А=АА=А* 
x 
ABA = A(BA) = AB = А 
所 以 ,A 二 A。 用 ВАВ 可 证 有 :一 有 


1 1 3 
2.23 试 证 4=| 5 2 6| 为 三 阶 寡 零 矩阵 ( 即 AP =0), 
一 2 —1 一 3 
1 1 3 1 3 0 0 
证 А =, 5 2 | 5 2 ||- 3 | 
2 1 3 2 3 1 1 3 
0 0 0 1 1 3 0 0 0 
4 一 424 一 3 3 9 5 2 :|- 0 0 O 
—1 —1 3J1—2 —1 —3 0 0 0 


2.24 若 4 为 二 阶 寡 零 矩阵 , 试 证 4A([ 士 4) "一 4, 为 任意 正 整数 。 

提示 A"=0(n>1), 

2.26 若 4 为 有 逆 阵 的 ” 阶 方 阵 , 试 证 :(1) (А1) = (АТ); (2) (Ay 1 一 
A 1,03) (Ат) 一 一 (4 Dr, 

提示 由 44!= 了 的 转 置 ,得 АТ 的 逆 阵 为 (4-!)7。 
1 2 3 

0 1 ASER. 
3 3 4 


2.27 计算 4= | 一 


解 det4 一 2 
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An Ar А; 
adjA =|А Ax Az 
Аз, Аз» Азз 
— 3/2 
-ı афа _ 
detA 7/2 
— 3/2 
2.28 НЯ FRIE PE WE E 
1 
1 2 —1 0 
(1) 4 一 | 一 1 1 21; (2) B= 0 
2 —1 1 
0 
1 
3 —1 5 0 
1 
这 — 
= (1) 14 5 3 11; (2) 0 
—1 5 3 


о б шо м 
о мн о © 
o 


0 


—1⁄6 |° 
1⁄3 


2.29 若 4,. 有 是 可 交换 的 非 奇异 矩阵 , 试 证 下 述 矩 阵 是 可 交换 的 。(1)4-: 与 


B;(2) A !5 B`, 


证 (1) 因为 4B 一 BA4, 所 以 A 'САВ)А !=А !(ВА)А ! 
(АТА) (ВА!) = (A 'B)(AA !) 
I(BA у = (ABDI 


所 以 
ВА = 
(2) В '(BA ')B '=B (А !В)В! 


(B ''B)(A B ')=(B A ')(BB ') 


КАВ) = (ВСА) 
所 以 


АВГ! -一 B'A 1 


2.30 ЖА. В ХЕ Pe XP #R Е, 且 可 交换 , 试 证 A В, AB 1, 与 


АВ 是 对 称 的 。 


提示 (A'B) = (ВА :TI 一 (4-1)7BT 一 4 'B, 


2.31 试 证 当 且 仅 当 (1 一 4) (I 十 4)==0 时 ,矩阵 A 是 对 合 条 阵 ( 即 А =). 


证 设 4 是 对 合 矩阵 , 即 4: = I, 


(Т—А)‹1+А) = I— А? = 


再 设 


(1— A)(I+A) 一 工 一 4 = 
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А? = 1 
2.33 ЖАЗЫЭЗТЁЕ,1ДЫЕ:(1)ААТ 5 ATA 是 对 称 的 ;(2) А--АТ,ААТ,АТА 是 埃 
ЖАРЕ ВЕ. 
证 (1) (ААТ) = (АТ) ТАТ =AA" 
(АТА) =A" (АТ) =АТА 
(2) ЖЖК EE ЮЕ ХА (А) TSA 
(А АТ)! = (A+A = А ФА = А РАТ 
(АА Т)" = (ААТ)! = ААТ 
(АТА)? = (АТА)Т = АТА 
2.35 ЖА Жл 阶 方 阵 , 试 让 B=A+AT 是 对 称 的 。 
证 证 法 一 
В' = (АТАТ) = АТ-А = А-А" = В 
证 法 二 
和 矩阵 4 的 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 是 ay ЖЕ AT 相应 行列 的 元 素 为 a; ,而 b; = 
aj ja, A Ж) 行 第 i 列 的 元 素 为 a; AT 相应 行列 的 元 素 为 as ,而 bi =a; Haj i 
b; =b; B 是 对 称 的 。 
2.37 试 证 : # m 7 А 是 对 称 的 (反对 称 的 ),P 是 m Xn ЖЕЕ.) B= PAP 
是 对 称 的 (反对 称 的 ) 。 
证 如 果 4 是 对 称 的 , 则 
В" = (РТАР)Т = PT4T(PT)T = РТАТР = РТАР = В 
所 以 В 是 对 称 的 。 
如 果 4 是 反对 称 的 , 则 
В" = (РТАР)" 一 一 PT4P =— В 
所 以 B 是 反对 称 的 。 
2.39 WHE P AIEA RERE, P CAP Ej A 的 本 征 多 项 式 相 同 。 
证 det(P '!AP—AID =det(P'1AP—AP ІР) 
=det[P' (А -- АР |= аер! дег(А АР аер 
一 det(4 一 11) 
所 以 ,P 4 与 4 的 本 征 多 项 式 相同 。 
2 1 1 
2.41 用 正 交 和 矩阵 将 4 二 1 2 1| 化 为 对 角 和 矩阵 。 
1 1 2 
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2 一 人 1 1 
解 de(A— AD = | 1 2—А 1 |= (1—4) (44—42) = 0 
1 1 2 一 人 
故 本 征 值 为 1 与 4。 
求 本 征 矢 量 。 
当 4 一 1 时 ,由 
х Tx; dz, =0 
КЕЕ 
х Hr: Hr, =0 
得 基本 解 
一 1 —1 
| » 
0 1 
X A=4 时 ,由 
一 2z 十 zs 十 zs 一 0 
| Ts 
xi tx: — 2r; =0 
得 基本 解 


1 
1 
1 
由 于 4 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 ,对 于 相 异 本 征 值 的 本 征 矢量 正 交 。 因 此 ,对 4=1 的 


本 征 矢量 正规 正 交 化 ,对 于 4 二 4 的 本 征 矢量 ,如 果 取 大 小 为 1 的 那个 时 ,就 作出 由 三 
个 本 征 矢量 组 成 的 正规 正 交 系 。 


—1 —1 
й#рюһ=-—| 1|йх,=| o|, 用 施 密 特 正 交 化 法 , 则 有 
V2 0 1 
( ) 1 上， 
— Xa \4;* p op _ ll 
P: Tx Ce, > рур. | V6 ? ; 11 
1 1 1 
V2 V6 V3 
l Zł 1 < 
Р = (р р. рз) = JZ V6 zi 是 正 交 和 矩阵 
0 2 1. 
V6 V3 
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1 0 0 
РАР = |0 1 | 
0 0 4 
7 —2 1 
2.42 #А=|—2 10 一 2|,P-:4P 一 diag(ii, as) ;是 4 的 本 征 值 , 求 
І 一 2 7 
ERER P 
1 l 1 
V2 3 V6 
1 2 
答 P= 0 7 Ув ° 
1 1 1 
V2 ү V6 
2.43 求 下 列 矩 阵 的 本 征 值 与 本 征 矢 量 。 
2, —2 0 1 
œf з ро) оо о 
4 0 一 2 
2] = 
答 D 本 征 值 是 2, 3。 与 此 对 应 的 本 征 矢量 是 C |3 |,с,( ), 
1 
1/21 ío) {—1/2 
(2) 本 征 值 是 0,0, 一 4。 与 此 对 应 的 本 征 矢量 是 Ci| 0 |,С,|1|.С,| 0 | 
1 0 1 
2.44 求 下 列 矩 阵 的 本 征 值 与 本 征 矢量 。 
1 2 1 1 1 1 
DJz a 2: Dj —1 —1|, 
1 2 1 1 —1 1 
2 1 
答 (1) 本 征 值 是 0,6。 与 0 相对 应 的 本 征 矢量 是 C -G| o|; 与 6 相 
0 一 1 
1 
对 应 的 本 征 矢量 是 Cs |2 | 。 
1 
1 1) (1 
(2) 本 征 值 是 2,1, 一 2。 与 此 对 应 的 本 征 矢量 是 Cjoj,C:| 1|,С,| 21. 
1 1-1 1 


2.45 En BERAR n TREERE ERE, ЩЕ РАР == diag (21, 
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As，,… ,4.),4; ÆA 的 本 征 值 。 
证 RIIM FEIE A ,Аг, А, Юп 个 线性 无 关 的 不 变 矢量 为 关 ! ,Х,,---,Х,, 
于 是 AX, 一 A,X;(i 二 1,2,…,n)。 设 P=(X,,X,,-- , X, ), lJ 
АР = (АХ, ,AX,,*…,AX,) = QAX. A X, AX.) 
А, 0 ... 0 
А» ... 0 
=(Х, ,. X... X, ) А . 
0 0 … А, 
= Pdiag(A ,Ms 5 *** sAn) 


所 以 
P''AP = P 'Pdiag(Ai „Аз, "А, 一 diag( As *** ) 
2 2 1 
2.46 将 4=|1 3 1| 化 为 对 角 和 矩阵 。 
| 1 2 2 
1 2 1 1 2 1 5 0 0 
答 p= 1 -1 0|,p-= 工 1 -2 1|,P'iap= |o 1 ol. 
1 0 —1 1 2 —3 0 0 1 


2.47 设 4 为 三 阶 方 阵 , 试 证 

det(A — АГ) =— А? + (АА? — tr(adjA)àÀ + detA 
证 三 阶 方 阵 4 的 本 征 方程 可 写 为 
det(A — АГ) = СА, — А) (А — А) (Аз — 2) 


=— д + ОА, FA: Азд — (АА: БАЗА HALADA FAAA = 0 
式 中 AI +A; +-Аз = А, ЛАА —detA, 


ар 一 从 a, а1з 
а аз 一 从 а 23 
аз аз? a33 “À 


rB & À 项 的 系数 是 


— (ax ass 一 az2sGaz ) 一 (апаз 一 а1зазу) — (ai a22: 一 аза) 


而 4 的 伴随 阵 adjA 的 迹 是 


tr(adjA) = 


所 以 


tr(adjA) = AzAs 十 AsA1 + AA 
2.49 WWE: A 为 反对 称 和 矩阵 , 若 А 为 本 征 值 , 则 一 也 是 本 征 值 。 
证 设 det(4 一 Mi) 王 0, 由 于 4= 一 4 人 ,因而 0= det( —AT М) =det[( —1) (A+ 
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MTD)T] 一 (一 1)"detL4 一 (一 1) 下。 所 以 ,一 人 也 是 本 征 值 。 
2.50 WE: 4 = ИЕР, Н detA=1 时 ,具有 本 征 值 1; 其 次 ,如 果 一 1 
是 本 征 值 , 则 一 1 是 本 征 方程 的 重 根 。 
提示 Е tr(adj4)= 二 tr4 ,再 利用 题 2. 47 的 结果 。 
2.51 WEDE A 可 惟一 地 表示 为 4 二 B 十 iC(B,C 为 埃 尔 米 特 矩阵 )。 再 将 
1+i i _ | , 
4 一 |[ 。 l | 表示 成 4= B+iC 的 形式 。 
证 ”由 题 意 有 中,C 是 埃 尔 米 特 答 阵 。 若 写成 4=B++iC 时 , 则 47=(BTiC) = 
B — iC, 


4T — AT 
由 于 B=B,C=0 ,所 以 AT 二 B 十 iC。 从 而 必 有 в=^+%^ ,C= 5А , 亦 即 若 
存在 就 惟一 确定 。 
4 十 AT1T AT 二 (4T)T A+AT 
其 次 ,| 2 ] 2 2 
— T : 
: АТ 
= 方 (A7 (A) =—--(А—А') = 4 = 
所 以 ,都 是 埃 尔 米 特 矩阵 А. 
A+A" .А АТ 
А = 5 +i 5} 
由 此 计算 
1 
| 1 1 十 二 1 二 十 i 
1+1 1 . 2 
| 2 | Е i Til. 


2.52 XIF n MERA 以 及 非 零 的 2 维 行 矢量 x , 试 证 满足 xA =Ах 的 数 4 不 外 
是 A 的 本 征 值 , 称 矢量 x 为 4 的 左 本 征 矢量 ; 而 满足 4x 一 Xx 的 x 叫做 右 本 征 矢量 。 
只 说 本 征 矢 量 时 , 指 的 是 右 本 征 矢量 。 

证 由 于 x4 一 Ax, 因 而 x(4 一 A 并) 二 0。 转 置 得 (4 一 XL)'x' 二 0。 因为 x=0, 
所 以 

det(A—A1)' = det(A— AD = 0 
从 而 ,4 为 4 的 本 征 值 。 

2.53 试 证 : ЖА 为 奇异 阵 时 ,4 具有 本 征 值 0; 反 之 ,车 4 具有 本 征 值 0, 则 
4 是 奇异 阵 。 

证 设 det4 一 0, 对 于 本 征 方程 det(4 一 11)=0, 令 1) 一 0, 由 于 满足 det(4A 一 0D = 
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det4 二 0, 所 以 ,4 二 0 是 本 征 值 。 反 之 , 设 *==0 是 本 征 值 , 则 det(4 一 0D 一 det4 一 0。 

2.54 WIE: А 为 非 奇异 阵 时 ,4 的 本 征 矢 量 是 4 ЖЕКЕ. A 的 本 征 值 
是 什么 ? 

证 + 4 为 非 奇 异 箱 阵 , 则 由 题 2.53 知 不 具有 X= 二 0 的 本 征 值 。 设 A 为 4 的 本 
征 值 ,x 为 本 征 矢量 时 , 则 Ax 二 Xx 。 从 而 得 到 А x=, !x,x 是 对 应 于 本 征 值 4 的 
ЖЕКЕ, РА 的 本 征 值 1, :是 4 ! 的 本 征 值 ;反之 ,对 应 于 4! 的 本 征 值 y， 
и МА ЮЖНА. Ж.А ' 的 本 征 值 与 4 的 本 征 值 的 倒数 相 一 致 。 

2.55 ”证明 与 4 的 本 征 值 中 相 异 的 本 征 值 所 对 应 的 本 征 矢量 是 线性 无 关 的 。 

证 设 与 4 的 本 征 值 中 相 异 的 本 征 值 Mhi,h?，…，,) 所 对 应 的 本 征 矢量 为 xi， 
Xz，"… ,Xm。 要 证 明 的 是 矢量 xx ，…xw 线性 无 关 。 i 

设 xxt X Xa  СЁ--1<т) {ЕҢ 2 , ЖИ — Hh АГ ERA 


Хаз = сх + c; x; + ** + eXe 
由 于 
Ax, = A(cixi + c; x; + ** cX) 

因而 

Ак Хна: = GAX, СА + А CÀ X, 
但 

Ает = Ава CX + ca xo H ee H cX) 
所 以 

Ci AX А | БСА = суй Ху 十 czAtIX2 + ° F Càr Xe 

故 有 


Cerda Ав 2х 十 (ch 一 cx 十 十 (cy 一 cx = 0 
由 于 xi ,xz，… x, 是 线性 无 关 的 ,所 以 
CC — Ar) = co (À> 一 Ai) ы ce — An) = 0 
[К Ж А,—А++15®0(1=1,2,++,Ё&),} Е с=с = =c, =0, É Б] x, A0 相 矛 盾 , 因 
JK x ,xX2，,… x, 线性 无 关 。 


a 
с 


b 
2.57 жер| ‚ЖЕЛЕРИН Ж. 


解 首先 a,2,c 必须 是 实数 。 因 正 交 条 件 是 4A'A 一 1( 列 矢量 是 正规 正 交 系 的 条 
件 ), 因 而 ,由 


a cija èb а? te abt 1 O 
b 2 c 2c Е МИРУ нр 0 1 
得 
| а? Бе = 1 (a) 
+40 = 1 (b) 
| ab + 2с° = 0 (c) 
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(a) 一 (b) 得 
a:—b—3c=0 
由 式 (c) 得 
е ——% 
2 
代入 式 (d) 中 ,整理 后 得 


(2a —b)la + 2b) = 0 
从 而 有 2a 王 6 或 a 一 一 20。 


(d) 


Ж 2a=b RA C), 18 2a 2с 一 0, 于 是 a= c= b=0,P E 3F)8 . а=—25 代 


人 式 (c) 得 
一 202 十 2c = 0 
由 此 可 见 ,c 一 或 c 一 一 5。 于 是 得 到 如 下 结果 : 
2 1 1 
二 十 . b= . = 
“Сс? "ЛТ; “СК 
或 
2 1 1 
=+ О b = , =+ 
«с, =, 5 
1 1 
2.58 由 矢量 x, = 2 sX 一 | ,作出 正规 正 交 系 。 
ll, 1 | 2 
答 p Lj 万 | 
1 1 
2.59 Ж5җйх=| 2 二 |2| 都 正 交 , 且 大 小 为 1 的 矢量 。 
—1 1 
| 
解 ” 设 所 求 的 矢量 为 x 二 |х, |, х х 0, х + x, =0,detx=1, 
T3 
用 分 量 形式 表示 , 则 有 
іх + 225 — z; = 0 
хі + 2x: + im; = 0 
TiTi + ләт» + LT = 1] 
(b) 一 (a) 得 


(1—05 F(1+ Dz; = 0, x, = ix; 
(a) 一 1(b) 得 
(2 — 21) х = 0, +, = 0 


(a) 
(b) 
(c) 
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由 式 (c) 得 
(123) 023) хах: = 1, В 22323 = 1 
2323 = | z; |? 
所 以 
| z3 |= 1/2 
i 
S z, с, POR ABO S co | (其 中 |e| 王 1/V2) 。 
1 
1 2 
2.60 ЖЕ&йх= 1 |,x; = 1 
1+1 一 1 
i/3 
g 1—21 (11-2). 
1 
0 0 1 
2.61 用 适当 的 西 和 矩阵 使 矩阵 10 1 0| 成 为 对 角 和 矩阵 。 
1 0 O 
一 从 0 
解 дед = | 0 1—4 0 |1=( 一 1)2(1 一 人 ) 一 (1 一 1) 
1 0 一 从 


一 (1 一 人 )( 一 1) 一 0 
得 到 本 征 值 一 1,1,1。 
对 应 于 4 二 一 1 的 本 征 矢 量 : 由 于 


因而 


S x; =c 的 本 征 矢量 为 
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都 正 交 , 且 大 小 为 1 的 矢量 。 
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对 应 于 4 二 1 的 本 征 矢 量 : 由 于 


0 0 1]|х, Tı 
0 1 0||z |= |< 
1 0 0 23 T3 


令 X2 SCl T3 TC? ,得 本 征 矢量 为 


因而 


0 1 
:| 和 c, = |0 
0 1 
—1 0 1 
由 于 矢量 = 9а 1|，c: 一 |0| 互 相 正 交 , 除 以 各 个 矢量 自己 的 长 度 , 得 
1 0 1 
| —1 0 | 1 
р, = — ， “р = |1|, р, = ——|0 
设 
—1//2 0 1/42 
О = (Pis, P:s а 0 1 0 | 
1/42 0 1/42 
则 


0 O 
1 0 
0 1 


2.62 мавр |. Taam. 


L — S 
V2 V2 
є 0=(р, р) = | 1 
Vi Va 
jl =i 0 0 
р 
1 0 0 2 
、 l 2| 、 
2.63 #А= 2 | азо ево. 
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ІЗА 2 


ә ч = (1—4) — 4= (4—3) (4+1) =0 得 本 征 值 А, =3, 


入 二 一 1。 对 应 的 本 征 矢量 为 c, = B ‚с. = 1. 各 自 对 应 的 单位 矢量 为 pi = 


解 detA= 


„(| Тт Е „МЕЖ ВЕР == (р, , p. ) , PH EXE RE , РТАР= ° 2) = р, 
А = РОР, А" = (PTDP)X(PTDP)---(PTDP) = PTD"P 
anaf fs o +l { 

@|1 —1)|0 CD" Zl —1 
_ 1[324 C 1) 3 一 (一 1 
213" 一 (一 D” 3" + (— 1)” 
, A 1 O)" 
2.64 ия: of i ;(2) |0 À 1| 。 
00А 
А L A” nA”! 1 (пат? 
答 (1) { "А |) ° _ 
д" ; 0 А" nà”? ° 
0 0 А" 
1 1 2 
2.65 ЖА= |3 1 1 用 凯 莱 -哈密 顿 定理 求 4: ,4:。 设 4 为 非 奇异 矩阵 , 求 
2 3 1 
А !,А 2, 
解 ” 本 征 方程 
А—1 —1 =? 
detC(A— 4) = дем ~A) = | —3 д—1 —1 
—2 —3 4—1 
== А — ЗД? — 7А — 11 = 0 


ЎИЗ - ТА ЖЭШ де FB f 


42 31 29 
А? = ЗА? БТА +111 = |45 39 31 
53 45 42 
193 160 144 
А? = 


ЗА? +7A +114 = |224 177 160 


272 224 193 
H 111= —7А — 3А? РА? ,有 
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一 2 5 一 | 
a dp — 2 -ll — 
A = тү“ 7I— ЗА + А?) 11 1 3 5 
7 —1 —2 
一 8 一 24 29 
_ dl; 1 _— 1 — 24 
4 = TCTA'—3ITA = 57| 40 1 一 2 
一 27 40 一 8 
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3.1 用 求 和 约定 改写 下 列 各 式 ， 
20 


(1) аф= 241 +5 ах? 十 … +2® Ф ат N 
dr* _дх*ат! , дт dr? дт* dz" 
(2) dt Әх dt tir ағ te ШЕР dr 


(3) (zx 十 (六 十 (xT 十 十 (Cx)? 
(4) d? = gu (ах) Hg (dz2)2 ga (ах)? 


(5) 5 э 


p—l 4 一 
解 (1)аФ= "Фаш, (2) dt дт ат, (3) т*\т*3(4) do = к„ах”4л*(М=3); 


(5) gm dr’dr’(N=3), 
3.2 用 求 和 约定 改写 下 列 各 式 : 
(1) ayz? Harz’ r Tanr ri 
(2) A” B, +A” B, +A” B, 十 … 十 ANBAN 
(3) Ai B' +A} B? +A} B’ ++ ALB” 
(4) g” ga tHg” ga tg” ga tHg” ga 
(5) BR! +В + BR +B? 
Ж (1) ах'х?; (2) A*B,;(3) А1В*;(4) ggas; (5) Bt (N=2), 
3.3 将 下 列 用 求 和 约定 写成 的 表示 式 改写 为 多 项 求 和 的 表示 式 : 


Әлі дл* 
(1) ар; (2) АА"; (3) g. = ga S zir ,N=3, 


解 (1) арх адхі! ааах 
(2) АА" =A A} HAA” H КАА“ 
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_ дх! дх! д2? дт! дл? Әх 
(3) 8» 8и улуу; 1 8а атат | BIT gr 
+ дл! дл? дж? дд? дл? дд? 
Ва е or {Ва теат EVIT а 
Jx! Iz? дл? дд? дж? дл? 
+ ваз >= 


Ərər' “ər ar ESIL ər: 
3.5 在 直角 坐标 x* 二 1,2,%…,N 中 ,下 列 方程 当 №=2,3 яў N2>4 时 各 表示 


什么 轨迹 ? 必要 时 ,假设 这 些 函 数 是 单 值 . 连 续 可 导 、 独 立 的 。 


(1) arzx* 二 1, 式 中 上 为 常量 ; (2) ztz*=1; (3) х*®= х^(и); (4) t=" lu,v). 
E (1) asx* 二 1, 式 中 上 为 常量 

当 N=2 ar Бал 二 1, 表 示 平 面 上 的 一 条 直线 ， 

当 N=3 if a т! 十 azx* 十 as7x? 二 1 ,表示 三 维 空间 中 的 一 个 平面 ; 

当 NE4 时 ,az 二 asz 十 十 aNTN 一 1, 表 示 超 平面 。 

(2) лёд‘ = 

当 N=2 时 ,(x!1)* 十 (x?): 王 1, 表示 平面 上 半径 为 1 的 圆 ; 

当 №=3 8, (xz? 十 (x?)? 十 (x*)? 一 1, 表示 半径 为 1 的 球面 

当 N 之 4 时 ,Cz 十 (x? 十 … 十 C(x)? 二 1, 表 示 半 径 为 1 的 超 球面 。 

(3) x*=x*(u) : 

当 N= 2 В, = x! (и), 2? = x? (u) ,表示 含 参 变量 的 平面 曲线 ; 

当 N=3 时 ,Xz 一 x1(w) д = (и), х = xt (и), ЖоК S E S јар; 

当 N>4 时 ,表示 N 维 空间 曲线 。 

(4) zt =z (u,v) 

当 N=2 时 ,二 x u,v), r =x lusu), RRA (ио) (ху, хг) RE; 
当 N=3 Шәл! =r lusu), r =r lusu), =r luv), RREA ap Bt usv 的 三 


维 曲 面 ; 


当 N24 时 ,表示 超 曲 面 。 
3.6 4 №=2,3 9 4 В, У a rtrt 1 表示 什么 轨迹 ? RP 2,1,2, 6, 


六 是 直角 坐标 ,as 是 非 负 常数 。 


E N=2 时 是 椭圆 , N— 3 时 是 椭 球 ,N= 二 4 时 是 超 椭 球 。 
3.7 在 三 维 空间 里 , 求 下 列 合 克 罗 内 克 符 号 0, 表示 式 的 值 。 
(1) 2,853 (2) дада. 

解 (1) 6565=601; +90 93,03 =3 

(2) 0,00 SO uÒ 6200 + O00 = З 


0,0,5 — 0202 = 3 
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3.8 在 三 维 空间 里 , 求 下 列 含 克 罗 内 克 符 号 д, 表示 式 的 值 。 
(1) 8835 (2) 858 
E (1) б; (2) би 
3.9 计算 : (1) ФА; (2) 0282, 
1, p=q en 

E НУ 2 = 0, pg F” 

AF = АГ, 0? = ó? 
3.10 计算 : (1) 82Вў; (2) 08А"; (3) 828148; 
答 (1) Be; (2) А”; (3) 8 
3.11 WE: 在 三 维 空间 里 , Ej € =6. 


证 (1) 关于 1 不 为 零 的 项 有 后 六 €, = Є. ЄТЄ» Ey F Єз» Є zj o 


(2) 关于 7 不 为 零 的 项 有 
Є ж Є; = C x En +€ з Є аз +€, Є „1 
+Є зь Єз F€ s Єв БЄ зь € az 
(3) 关于 &, 不 为 零 的 项 有 
Єз En = Є 15 Єз +€ 13 Є 213 +€. Є 321 +€; € 123 
E32 Єз TE Єз 
= (10010) + (106-10) + С 10) 6-1) + (1) (1) 
+С 1026-0) + С 1) С 1) 


= 6 
3.13 WHE 
Op Òm Sm 
Eps С = |Ó, Öm Òn 
дь Óq дь 
证 设 A; 的 行列 式 为 
An Аз A 
detA = | Aan А» Аз» 
Аз Ay Ав 
行 与 行 . 列 与 列 每 交换 一 次 ,行列 式 就 变 号 一 次 ,所 以 任意 换行 后 有 
Am Am Åm 
An Anm An |= E m detA 
A, A, A, 


任意 换 列 后 有 
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А, An A 
Azp An Аг, | = Є detA 
f Аз, Ax Аз 
因此 ,任意 地 将 行 与 行 交 换 , 列 与 列 交换 后 有 
Anp Am Ам 
An A, А, | =E m E y detA 
A, A, A, 
S A; =ë, , | det4 二 1, 因 此 有 
Omp бы бм 
б» бы Ön | 5E Є 
дъ Òn Ó, 
3.15 WEE w E nr =00, 8,8, o 
证 将 3.13 题 结论 中 的 行列 式 展 开 , 得 
E ы E mr = np (8,08, = 8.8) 38, (8.5, 
— бьё„) + Òm 0,0 — 8,8, ) 
用 :代替 m, 则 有 
E м Є = Ó, Omn — ud) ó, (8.0, — O05) Os 0,0, — дд.) 
= 0,05 一 0o6 F дыд,» — 8 309,0, — быд„) 
= 00. — д.0 == mds — дь, 


3.17 用 下 标 表 示 法 证 明 ; 若 4 二 wXu,v 二 @X v WAS их v)=ø@X (u> v), 


证 ў х= (ux o), Ml 


X, = КЧ. =€ u, +€ ¿uD 
К Ж ú = ox u,o= > о, Ш, 


и; 二 各 ipt Ve = Сһышь®,„ 
代入 上 式 得 
X, = E ш Є ын, Es € ¿G nu u, 
= (€; Ep E me Epm )OmUjUn 
= (дьёь — 88 — д.8 + дуд ayu Un 
= (дуд — 0,0 ) wnijv, 
所 以 


х = (их v) = @ X (u X v) 
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3.19 证 明 - бо 
证 # p= мао сае =]; E pa Эт, 二 0, 因 为 x? Уул" 互 不 相关 。 
所 以 
I 
3.21 写 出 下 列 张 量 的 变换 律 :(1) A a D Вт, 3:03) С”, 
# а) А, = А 
(2) Вх = 92? дт дт дл) дл) и 


да" дз" дж" Әх" дл! | * 


(3) С? = дл” on 
дт 


т 


3.23 A(j,k,l,m) 是 坐标 х' 的 函数 , 它 从 坐标 系 x! 变换 到 坐标 系 x’' 时 符合 以 
下 的 变换 律 : 
дх' Ax! дл” 2zx° 
дх? Әтх* дх' дх" 
AIAG, klm EPERE? ШЕЖЕ, УНУКЕ E, РЭН, ЗЕН US de 5 Ja 
变 的 阶 数 。 

A 
所 以 它 是 三 阶 逆 变 .一 阶 协 变 的 四 阶 张 量 。 

дх*дх* Ox” дх? дд Ir” дл? 


3.24 # B(p,q r) = =— =——В(ј,Ё,т), С(р,д»т,5) = cc, 


ах? OXI дд" 


А(р,9,ғ,5) = А (3,2,1,т) 


,m,n)。 问 : 哪 一 个 是 张 量 ? Кан E. РЭ, Ei B ЖОЙ E O 

E АН В" Ий ИИН = ИКЕ. 

3.25 设 一 张 量 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 里 的 协 变 分 量 为 2r+ 一 xz,x:y,yz。 试 求 该 
张 量 在 柱 面 坐标 系 o,p,z 的 协 变 分 量 。 

解 设 A; 表示 张 量 在 笛 卡 儿 直 角 华 标 系 xz! 二 x,x? = y, z° 二 x 中 的 协 变 分 
量 , 则 


A, = 22) =r, А, = (Pr, А, = rr 
ФА, 表示 张 量 在 柱 面 坐标 系 z! =юо,х*=@,т® = x 中 的 协 变 分 量 , 由 于 协 变 张 量 
的 变换 律 是 
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(a) 


而 两 组 坐标 系 之 间 的 关系 是 
хі = r!cosr2, = = ғ 


故 由 式 (a) 可 得 


一 дт} gx ax’ 
A= tt A 
= cosz2(2z — z?) + sinz? (ж!) (x?) 


= 2pcos’ ф 一 zcosp 十 P sin’ g cosè’ e 


дх! дл? ar’ 
= 一 -A = A = 
А, УА! + т^ + A 


=— z!sinz2 (2x — 23) + r! costr? (r)? r? 


| 


— 20? sing cosg + ре sing + ø ѕіпрсоѕ? e 
-x дх\ да? Ir? 
ЕСУ 


дт? 


= r'r = psing 
3.26 试 求 上 题 中 张 量 在 球面 坐标 系 r,0,g 中 的 协 变 分 量 。 
Ж AI 一 2rsin2bcos? ф— ғѕіпӣсоѕӣсоѕр + ғ? sint дѕіп?бсоѕ? g+ т” sin0cos° Өѕіпф 
А, = 2, ѕіпдсоѕӣсоѕ? o — ғ cos @созф-Ет* зіп? дсоѕбѕіп? фсоѕ? р— г? sin? дсоѕӣѕіпф 
А, = —2r sin? 0ѕіпфсоѕф-+ ғ? ѕіпдсоѕӣѕіпф + r! ѕіп* Osing cos? Ф 


3.27 WE: BI A, 是 一 阶 协 变 张 量 ,但 2 和 2 不 是 张 量 。 


ax! 


E 根据 假设 SZA N TOREM: 


дА, Jx? JA, + д? ж? 
дт* дх? дх* дх?дт* P 
дх* JA, дх" д? а? 
= = г = + ZZA, 
ax’ Әх“ дх дх*дх? 


Jx? 3x! дА, 3r? A 
OX’ дх* Әх" DZzeDZi 2 


由 于 第 二 项 的 出 现 ,表示 它 不 符合 张 量 的 变换 律 ,所 以 ?不 是 张 量 。 以 后 可 以 看 


дА, 


到 ,在 


后 加 上 一 适当 的 项 就 会 构成 张 量 。 


3.28 如 果 田 是 不 变量 ,了 里 ;是 不 是 张 量 ? 


E ЖЖ. 
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дж? д dx Ox 
3.29 R AL, = TIEA E A = EEA, 
PENCEN - IL IL ,, b =i Эд b 
证 ЯА SEITA рр, ME Aa = EA, 
3.31 Z B: Ej Ci 是 道 变 矢量 ,A; 是 协 变 张 量 ; 试 证 А,В'С! 是 不 变量 。 
证 根据 假设 有 
A = 9 дА, ПШ Br = С G = ci 


” JT? дл" 


i Jg . 
Jx дд дт (2 Tæ = A, B:C: 


да? да" ° Эт 


АВС" = 


可 见 ,A;B'C’ 是 不 变量 。 
3.33 ЩИ В, =€ ша, 是 反对 称 张 量 。 
证 В. =€paj = (E paj) = – (В) = Bu. 
3.34 在 三 维 空间 里 , 按 以 下 方式 展开 ,并 尽 可 能 化 简 Dizrizi: (10р, = р,; 


(2)D; 一 ~D; ° 
= (1) Diz z; =D (лт, Y 二 Dz, (z; 3+0, (z; )2 
+2D хут» 2D z, z, 20,031 


(2) Diz xz ,=0 
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41 设 A, 和 B; 是 二 阶 协 变 张 量 , 试 证 4h; 十 uB; 是 二 阶 协 变 张 量 , 式 中 ,4,p 
是 标量 。 


、 元 дх' дж! 
证 A, = ax? Ir” Y 
x _. 2z: дх! 
AA m = ar A 
5 Ir Ir 


№ Эх?дх* 


B __ aor: дд? 
Hom дт? gx 


5 дх' д 
АА, +В, = 5 = QA; +В) 


所 以 АА» +В, ж NEKE. 
4.2 试问 二 阶 逆 变 对 称 张 量 最 多 有 多 少 个 不 同 的 分 量 ? 设 (1)N=4; (2)N= 


b; (DN 为 任意 数 。 
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Æ d) 10; (2) 21; (3) N(N+1)/2, 
43 ИЖЕ А Е ЖНА ТРЕ р 与 9 是 对 称 的 (或 反对 称 的 ) , 试 证 
它 在 任何 坐标 系 中 对 于 指标 p 55 q 都 是 对 称 的 (或 反对 称 的 ) 。 
证 ”因为 仅 就 指标 p 与 9 有 对 称 关 系 , 故 只 需 对 В" ЕНЕН. 
若 B* 是 对 称 的 , 即 B” = BY ,于 是 
дї?! дл? pm — 97 IT pe — орь 
дх? дх" gz Ix? 
表明 B% 在 坐标 系 x’' 中 保持 对 称 。 
类 似 地 可 以 证 明 张 量 保持 反对 称 关系 。 
4.5 设 4 是 对 称 张 量 ,Bv 是 反对 称 张 量 , 试 证 AB; = 0, 
证 УА, =A; ,Bi 二 一 B; ,于 是 
A;B; =— A;B; 
А,В, РАВ, = А,В, +A,B, = 0 
因为 所 有 的 指标 都 是 哑 标 ,所 以 可 写成 
А.В, = A;A; 


BË = 


于 是 
2А,В, =0, AB, =0 
4.6 R AL B, ЖЖ, А,В УА” ,В 是 张 量 ,并 说 明 它 们 的 阶 数 。 
答 А.В 是 三 阶 混合 张 量 ,A*,B* 是 一 阶 道 变 张 量 。 
4.7 WRA D; 的 对 称 部 分 Do RE Di , 试 证 二 次 型 Dyr; 是 不 变 的 。 
证 将 D; 表 示 为 对 称 与 反对 称 两 部 分 之 和 : 
D, = Da + D. = +(D, ру) ++(D, — Р) 


于 是 


Dap zz = >D, 十 Dj)xx; = 3 (Охх; + D,z z ,) 


= > (Diz z, + Dijzix;) = Diz zx, 
4.9 设 =axAiA', 试 证 ;总 可 以 写 出 p— 5, A: At ‚Н b, ЖЗ ИК]. 
证 фФ=а„А?А*=а„А*А' =a A At. E 
2Ф == a Í A:A + а„А?А* = (aps Fay )AiA* 
所 以 


Ф = T aa +ay) А?А* 


因 为 б» =a, +ay ) 是 对 称 的 ,命题 证 毕 。 
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4.11 REKE A ,的 缩 并 是 标量 (或 不 变量 ) 。 
证 ДА, 927927 k= k ЯП. 


дх°дх* 


_ 9x’ дл" 
И да? дж) 
H TA =A p ТИ А* ,是 不 变量 。 

4.12 ЖА ERKE AË p= t, q= s, EÜ ME 8 ЭЕ Jš 1Л E: ЖЕ. 3Ë Uš E ВО 
阶 数 。 

答 一 阶 协 变 张 量 。 

4.13 КЕЖЕ А’ 与 B, 的 外 积 的 缩 并 是 不 变量 。 


А! А? = А? = АР, 


j 5 даь ¿ 
证 HA = охл", B= EB, 得 
дх 
—= _ дї?дх 
AB. Бр B, 


所 以 A?*B, 是 不 变量 。 
4.14 试 建立 下 列 相伴 张 量 之 间 的 关系 :(1) А" ЫА; (2) As Auo 
解 (1) А“=д”Д;#, (2) ALY =” g"A jpo 
4.15 试 建立 下 列 相伴 张 量 之 间 的 关系 :(1) ААЫА; (2) А, УА. 
解 (1) AJAS g, g A. (b) At... ggg Ayu. 
4.16 ” 试 建立 下 列 相伴 张 量 之 间 的 关系 :(1) A” 5 A wi (2) Ау БАЯ. 
Ш (1) АЯ = g”g“g"A nri (2) Аш = gpg ag" AP, 
4.17 WIEKE А’, 与 B$, 的 任何 一 对 指标 相同 时 所 求 的 内 积 是 三 阶 张 量 。 
证 外 积 A* BE. = Ch 。 
令 p 二 tt, 求 和 可 得 内 积 。 


由 假设 
Bm — IT д2" Ix pe 
дх“ Ir да" `| 
两 式 相 乘 得 
A; B. _ gx 3x Ix! Jx” дх А? Bs, 


дх? дх* дл" Ixi Ix" 


令 7 二 n, 求 和 得 
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—. © Әх" дт! дх" ax ах! ax” 
m = & = ?B®,= Z= = AP B®, 
ABT = ò, дх* Ix! эд" В", дх* дх" Ix 


这 就 证 明了 A*.B*,, 是 三 阶 张 量 。 令 а, НЕВЕ = ИКЕ. 
4.19 RA 5B, 是 任意 张 量 , 若 A*B,C(p,q) 是 不 变量 , 试 证 CC(p,q) 是 一 张 
量 , 并 能 写成 C' ，。 
证 因为 A*B,C(p,q) 是 不 变量 ,所 以 
A’B,C (p,q) = AiB,C(I,k) 
又 因为 A.B, 是 矢量 (一 阶 张 量 ) ,所 以 


ОА 
А'ВС(р,д) = 52: д В,С p,q) 
; . Jx’ дл? 
АВ,С(у,А) = = Jz 7 STA B,C (p, ,9) 
дов, [227 оС ср,а — сою ]=о 
因为 A B 是 任意 矢量 ,所 以 
дл? PET p,q) = CG, 
да? д 
даі Әх" , 
MARISE E 得 
Cpg) = ES 


所 以 CG, kh) =C; В CODEC, 

4.21 ЖА MB EE SJ A BL m CGA B 是 不 变量 , 试 证 C, 是 二 阶 协 变 
张 量 。 

证 法 与 4. 19 题 相同 。 

4.23 Ú de = zg; іг‘ іт 是 不 变量 , 试 证 gj 是 二 阶 对 称 协 变 张 量 。 

证 用 4.9 题 , 令 B=ds*, A =dr, A 一 dz*, 因 d? 是 不 变量 ,所 以 可 以 认为 
gx 是 对 称 的 。 


四 | да) —, Əzt 一 
Еһ х? ах = gi dxzidzrt = gp 9279 s= d° 


от 


所 以 


可 见 gx 是 二 阶 对 称 协 变 张 量 ,又 称 为 度量 张 量 。 
4.24 ” 试 求 球 坐 标 系 中 的 度量 张 量 。 
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1 0 0 
答 gx 一 |0 т 0 ° 
0 0 rsin20 
B11 8: ёз 
4.25 (1) 用 第 二 行 的 元 素 及 其 余 因 式 展 开行 列 式 к= ga gz 88|; 


Ез 8з gz 
证 (1) ea Ч G(2,1) 一 (一 1)2+1 g2 gr 
B32 8&3 
gaz 的 余 因 式 С(2,2)=(—1)°°? gu gr 
Ез 835 
gas BJ ЯХЯ sÀ G(2,3)=(—1)213 Би 8 
B31 B32 


根据 行列 式 理论 ,有 
£ = gx G(2,1) + gx G(2 ,2) + 82602,3) 
(2) 将 (1) 的 结果 用 于 任何 行 或 任何 列 , 便 可 得 g 一 gxG (j,k), 式 中 仅 对 上 求 和 。 


4.27 定义 g = bb Ë) RhGG OTIR а= |ва 1 天 0 中 元 素 z, 80 # 8 
式 , 试 证 g g =ë, 


GCj,k : 
证 hE 4.25 # g, Е CUK I R gag” = RPA k RA. 
1, j= 
HB 4. 26 有 „Р? Ы oa gag” =0, pj Ш gag” =д? = | w. 
sJ 
4.29 ХЕ v MÆRE а. Б.с ёт Уо; = аа, + Bb, + y, WE а = 
Є ьо, сь _ Єша ус, Єва; 
Є mra ‚бас, , € мт bc, y Є м" „бус, ° 
证 


vı =aa; HBb, + Ус, 

v: == аа, + Bb, + yc; 

©з = ааз + Bb; + усз 
根据 克拉 默 (Cramer) 定 理 ,以 及 用 排列 符号 表示 行列 式 展开 的 关系 ,有 
vu b c, 
v b c 


а = Оз Ёз сз __ Evibice 
Та, b су Є a,b,c, 


az b с; 


as b; C3 
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同 理 可 写 出 8 与 y。 
4.30 设 两 组 坐标 系 的 轴 间 夹 角 如 表 所 示 , 试 求 其 变换 系数 ,并 证 明 它 们 是 互相 
正 交 的 。 


一 LV2 1⁄2 —1⁄2 
Ж (а) = 0 1⁄2 1/2 
1 2 1⁄2 —1/2 
4.31 а, а =à, M а! ‚а? a 称 为 基 矢 a ,as,as 的 互 逆 基 矢 (不 一 定 是 单位 
RE) PK ЖЕ у н Ж K BJ P 32 X: Ж, ТЖ F 2 A ВК. 
b, =3ї+4], b,=—i+2j-+ 2k, b = i+ j--k 
E ”由 定义 ( 即 本 题 的 假设 ) 有 
a sal =l, а а =a ea = 0 
因此 а! 垂直 于 a, 和 a, ,也 就 是 平行 于 as Xa B) а 一 1(as Хаз). 
因为 a а =1, а, • Аа, Xas) 二 1, 所 以 


1 1 
一 一 . v 0 
4 а, * a; Ха; Vv = 


于 是 得 到 
а! e, а? = ==, а - 5а 
对 于 基 矢 bi ,b; ,bs ,v= 二 bl * b, X b, =12, E 
b' = (b, X b,)/12 = (j — Kk)/4 
(bs X b,)/12 =—i/3 + j/4 + k/12 
Б = (b, X b,)/12 = 2i/3— j/2 + 5k/6 
4.33 设 d =5(dz))2 +3 (42°)? + 4 (аг? )° — 6dz!dz2 + 4dzx2 dr’, RR g 
Hg”. 
解 Бп 53, &==3, ga 4, др ga 3, gs = gs = 2, gu gr 0, TË 


= 
\ 


5 —3 0 
а= |— 3 3 2| = 4 
0 2 4 


&# 的 余 因 式 G(j,k): 
G(1,1)=8, G(2,2)=20,G(3,3)=6, G(1,2)=G(2,1)=12, G(2,3) = 
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жай ЖЕК 
С (3,2) = —10, С(1,3) =6(03,1) = — 6, 
于 是 62, р =5, g” 3/2, g° =g" = 3, g”? =g” 5/2, g“ =g” = 
—3⁄2, 
AG 5 GRM ДЕ B {у ЭВ РЕ k 2 P sh Ж. 
5 —3 0 2 3 —3⁄2 1 0 0 
一 3 3 2 3 5 —5/2|= |0 1 0 
0 2 4) 一 3/2 —5/2 3⁄2 0 0 1 
4.34 {g d? =3(42')° 2(dz2 2 + 4(dz2)° бахаг, g 5 gi 
4/3 0 1 
Ж g=6,(g#)= | 0 1⁄2 oj. 
1 0 1 
4.35 (1) 设 A 与 B" 是 矢量 , 试 证 g, А’В 是 不 变量 ;(2) 再 证 
в„А?В“ А 
Jaap a 


证 (1) 因为 gw 是 二 阶 协 变 张 量 ,根据 4.21 题 ,可 知 z, AB: 是 不 变量 。 
(2) 因为 А'А,= 922 017 AA, PAPA, = AA, ORE), AA, BB, 是 不 变 


дз? дт? 
Ж, САРА ОВ, р ___8ЗА'В___ вла, 
(ATA (ВВ) 
我 们 知道 ,这 就 是 矢量 A* 与 B 之 间 夹 角 的 余弦 , 即 
cosg = — ga b° _ 
JA, BB) 


当 р,„А'В'=А?В,=0 时 ,两 矢量 正 交 。 
4.36 两 组 笛 卡 儿 直角 坐标 轴 间 夹 角 的 方向 余弦 部 分 地 列 于 表 中 ,如 果 zx! ,xz?， 
х* 也 是 右手 系 , 试 填写 表 的 最 下 一 行 的 空 


答 —4/5,—3/5,0, 
4.37 ” 试 证 三 维 空间 里 曲线 坐标 之 间 夹 角 的 余弦 为 


B12 23 
соз@›з = £ ， COS, = Вз 


9 
VSILS22 М 822 833 NV &зз 811 


cos, = 
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证 Rr 坐标 曲线 ,x? 一 常量 ,x* 一 常量 ,于 是 度量 形式 为 d’ = д (ал)? R 


атто то 曲线 的 单位 切 矢量 A 一 一 二 61。 
Ві 
同 理 可 得 沿 曲线 > .za 的 单位 切 矢量 
A; 一 = A; = = 


Ат 和 A; 之 间 夹 角 的 余弦 


созд; == gmAfAY = En gu 


l _ l арс e 
Ма. VEz м 81182 
用 类 似 的 方法 可 求 得 其 他 两 个 夹 角 的 余弦 。 

4.39 WIE L’ = g, APA 不 是 变量 。 

证 А, 和 A4* 是 一 矢量 的 协 变 分量 和 逆 变 分 量 , 于 是 


дт“ 


= A. Да = — дь 
A, = SZA, A = А 
= Ix Jx? ; ; 
A,A” = ax? SRA A: 一 LA; A: 一 A,A: 


可 见 AA 是 不 变量 , 记 为 L: ,因此 我 们 可 以 写 
І? = A,A: = к„А*+А! = gmA*A' 
4.41 设 Aj 一 gxA“, 试 证 A* 二 g*A,。 
证 用 g* 乘 A,; 一 gxA* 的 两 边 有 
gA; = аА" = ЖА‘ = А“ 
Вр 
А = ВА; 或 А* = gA, 
4.43 ПЯНА НЕКЕ. 
解 因 为 ds = do +o аф? + d> ‚ж х! = р, 2° = e, z° = z, Mij Еп = 1, 62; =? 9 
833 S l, gi 582 = 8r Sgn Sgn Sga =0, ВД 


Еп SI gz 1 0 O 
Ел Бә Вз |= |0 ГА 0 
бз Ез gz 0 0 1 
g=] ga |= е 
в! = gu 的 余 因 式 _ 1 е 0 = 1 
g plo 1 
g? = gz 的 余 因 式 1 1 0 _ 1 
g Plo 1| е 
зз _ 833 的 余 因 式 _— 1 1 0 _ 
g z 7 ,| 三 1 
© |0 p 
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g? — #12 的 余 因 式 1 0 0 = 
8 е |0 1 
还 可 算得 р =0, 3526. 18 9] 
g` g’ g’ 1 0 0 
g” g” g” = 0 1/о 0 
g” g? g” 0 0 1 
4.44 ЈАЊ, 
gu gr Ез 1 0 0 
答 ga gz Яз |= |0 т? 0 
Еп 80 8з 0 0 rsin 
п в! в"? 1 0 0 
g” g” g” = |0 1/ř 0 
д? д? g” 0 0 1/r2sin20 


4.45 试 将 下 列 变换 方 穆 写 成 矩阵 形式 :(1) 协 变 矢 量 的 变换 方程 ;(2) 二 阶 道 
变 张 量 的 变换 方程 (N= 二 3)。 


解 D A 一 ?3A,, 列 矢量 形式 : 


Jx дж? дд? 
А oz gxzl Әх! A 
I l 
+ дх да? да? 
А, = K 一 
Jz? Jr? дд? А; 
А, 
° Jz! Әдл? дл? Аз 
IT? Әдл? Ər? 


或 行 矢量 形式 : 

дх! 9x! дд! 

Әх! 9x? Əx° 

_ ОН дх? да? д? 

(А, Az, Аз) = (А, А», Аз) эт! 252 эз 

Ir? дл? дз? 

дах! дж? Әд? 

КЕ дх*°дт” 
(2) Де = 2T 4e 
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әх! ә! ай эх! эк az 

Sl 353222 дуз 1 1 1 
А! А? Дз Әх дж? Әх Ап А? АЗ дх дт дт 
2 лә» — 222 ðr? Әдл? gx! дх? Әх? 
21 22 23 | 21 22 31 т ат 
А А А Jx! Əz да? A A A дах? да? Әз? 
431 43? А 33 _ _ 31 32 33 __ _ _ 
А А А jm әт a| А" А" gr әт 

Әх! 9а? Jr дх? да? ðr’ 


4.46 试 将 下 列 变换 方程 写成 矩阵 形式 :(1) 逆 变 矢量 的 变换 方程 ;(2) 二 阶 协 
变 张 量 的 变换 方程 ;(3) -一 阶 混合 张 量 的 变换 方程 (N= 3)。 
® (1),(2) 略 。 


ә әх! ор az! дш! дан 

А! А! А! gx! az? дд? ! П 1 Әх! Ər? Ir? 

— a 不 да? 3r? Ir дх* Əz? Әх? 

2 2 2| 2 2 2 Z т дл 

(3) A? A; А? дт! дт? дз? Ar 2 A; дт! дт? дт? 
A3 Дз A3 _ _ 3 3 3 

A A АП am де ат A А A a am am 

дх! да? Ir ðr! дах? Әх" 


1 1 O 
4.47 设 二 阶 对 称 张 量 A; 的 矩阵 表示 形式 为 (Aj S| 2 1|, 试 求 它 的 本 征 
0 1 1 


值 与 本 征 矢 量 。 
# ”本 征 方程 (4 一 MXoDX2 一 0 (不 求 和 ,下 同 ) 写 成 分 量 形 式 
(A; = Аьд! 0200 = 0 
在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 ， 
(Ан = Аъ) HAr P + Agr = 0 
Asri? + (An —Аьдлхл{# + Agr 一 0 
Azat + Аз» xt + (Аз — àm r = 0 


| 


本 征 方程 
1 一 1 0 
det(A А) =| 1 2—A 1 |=AG(1—-—2G@Q —3 =o 
0 1 1—À 
得 本 征 值 lu =0,Ао =1›,А‹з› =3, 
对 于 40, 二 0, 本 征 方程 化 为 


хр + х5) = 0, т\? + 225) + д? = 0, z; +2) = 0 


解 得 


№ xz" 三 一 1, 得 本 征 矢量 
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对 于 4s 二 1, 本 征 方程 化 为 


т® =0, x@ + x HIP = 
Ж xi 一 1, 便 有 P 一 一 1, 于 是 得 本 征 矢量 
x? = e, — e 


对 于 三 3, 本 征 方程 化 为 
— 2 а = 0, r r + r> = 0, 
# 49 
r? = 2r, r = x$? 
Ж zx 二 1, 便 得 本 征 矢 量 
x) = e + 2e Í e 
显然 ,本 征 矢量 x 是 互相 正 交 的 。 
0 


4.48 ” 设 二 阶 对称 张 量 的 矩阵 (A; ) = 


© w ча 
A Nw 


0 


z? — 2r = 0 


41, 试 求 它 的 主 值 和 主轴 方向 。 


答 àa 一 2， À 
4.49 将 题 4.47 中 的 张 量 A; 化 为 对 角形 。 
Ж ”用 正规 正 交 化 法 ( 见 附录 В). 


一 7， Аа 12, 


首先 , 设 е, =x /| xt =l (e e +e); 
V3 


(2) 


_ D(x .e Je 1 1 
jo __ 1 1 = 
其 次 sê? [x — (x° . ei)ei | 5“ J 
_ _ yx (x . e, )e, — (х® . e, )e， __ 1 
最 后 +ê; | x (х) 。 e, )e, — (х9 < е› )e; | paT 
得 变换 矩阵 
] 1 1 
V3 V3 V3 
1 1 
(M = 0 —— 
JZ V2 
1 2 1 
J J 而 


2 1 
+—— 
м6 6“ /6 ° 
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А == МАМ" 
1 1 1 1 8l 1 
V3 V3 И 1 1 O À ? Mi 0 0 0 
1 
= | 一 0 一 一 - 一 一 0 -二 |= 
(A; ) 万 万 | 2 | ү Ж : 1 | 
0 1 1 0 0 3 
[A 2 l 234 1 l 
V6 6 V6 V3 V2 V6 
3 2 0 
4.50 opera | з 0| 的 平方 根 VB 。 
0 0 3 
165+) 165—1) 0 
答 /В= 645—1) 05+) 0|° 
0 0 3 
一 上 —1 
4.51 акад 4 0| ,利用 4: 与 4 的 主轴 重合 这 一 结 
—1 0 4 
论 , 求 4 的 平方 根 VA4 。 
解 ” 先 求 4 的 主 值 , 并 化 为 对 角 矩 阵 ， 
3 0 O 
| 4 | 
0 0 6 
其 变换 矩阵 是 
1/V3 1/43 1/33 
一 2/V6 1/46 1/46 
V3 0 0 
VA= (VAj)=|0 2 0 
0 0 м 
МА = MT VAM 
1⁄3 0 —2/V6|(Y3 o of1/v3 LU 1/3 
CVAD = [1/33 1/Vi 1⁄⁄6 |o 2 l 0 1/2 —1⁄/ 2 
1/03 —1⁄⁄2 1/6 Jlo 0 /6J[—2//6 1⁄⁄6 1/46 
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V2+4 V2—2 
= Jr 2-2 +V6+1 
J2—2 02—641 
1 0 
4.52 设 张 量 B 一 (B;) 一 | 0 3 
—1 0 
0 7 
答 B=|0 81 0 
0 26 
第 5 章 


5.1 wE аргу {1 07). 
ij 


V2 一 2 
ү? —у/6 +1 
V2 十 V6 十 1 
—1 
oj. A AILI -1 Ж Иле BB K В'. 
—2 


. У 1 (дра 282 _985\._1 (д8 два 986 一 [有 
证 (1) [ijk] (р Кот Эч) 7 (27 Әх”! Jar) [ji,k] 

k k 

(2) Пе (7) 
1] J: 
һу да» . . . . 

5.3 Ші z C Lik,j]+Ljk,:], 

Ox 
> Н ` . : 1 дй» да _ Igar 
证 [#Ё,})]+[}#,1] 2 (5 rt Jx 8а) 

-1 (58, | Ogu 28а) Igi 
2 \9xt ах! дх! дх* 

5.5 WRH 1567 时 ,gi 二 0 空间 里 的 第 一 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 。 
解 ”下面 不 使 用 求 和 约定 。 
л ;— ;— яра. 1 98+ | 96а дё 1 Iga 
当 i=j =k, [13,6] = [iii] = 7 [55 МЕ» 8.) FSB 
м р; .. 32... _ 1 98% де 1 дё; 
当 i=jÆk, ij, k]= Liik] (5 + БЕ) 2дх*” 
ш og gy) lg, 
M i=j ij J= lij = (568-988 —9&4 \ 138, 
34 i£j#Æk,Lij,k]=0. 


5.6 


ЎЎ ie; 时,g; =0 空间 里 的 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 。 


HRD 部 分 习题 解答 及 提示 


ii 29 
Ё 1 де; |: 1 Ə 
i aei) 2 Әл EE 


Ё 
| =0 (ijk)。 


5.7 试 求 以 下 坐标 系 中 的 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 :(1) 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ; 
(2) 柱 坐 标 系 ;(3) 球 坐 标 系 。 
结果 。 : 


k 
(1) 在 箭 卡 儿 真 角 华 标 系 里 ,5 一 1, 所 以 | ]=0. 


(2) 在 柱 坐 标 系 里 ,x! = 0,2? = o, 2° = z; gi 二 1, gzz = o°; gss =1, Pj UAN ФЕ 
i=2 时 才 有 不 为 零 的 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 。 


1 __ 1 Ign — 1 Ə 2 __ 
(2) 281 Әх! 2 Ep ) p 
ИЕМЕ 1 д8з l 9 (ру 1 
21 12 282 дл др? дро P о 


(3) 在 球 坐 标 系 里 ‚т! гуд? 0,2? @;£n l, g22 r? s Eaz r2sin20, 1=2 或 3 
时 ,有 不 为 零 的 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符 号 。 


1 О 
1 282 _ 19 (2) =, 

22 281 дх 2 дк 

2 _ 2 _ 1 дй» _ 1 9 (ву 1 

21 12 2g2 дх! 20 дк P 

1 

33 元 “а 一 + 于 rsinz0) 一 一 rsin20 

261 

2 ә | | 

33 Т эт” ЕЕ ze эе” sin 0) =— вїпӨсоз@ 
22 

3 _ 3 1 9 833 1 9 ， ， 1 

31 М 2єзз Әх! 27251120 эр” sin20) = 二 

3 3 _ 1 дю 1 939, ， ， 

32 М 2ga дл? 527251129 ETN sin20) = cos0 


58 试 求 以 下 坐标 系 中 的 第 一 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 :(1) 笛 卡 儿 直角 坐标 系 ; 
(2) 柱 坐标 系 ; (3) 球 坐标 系 。 
E D 全 部 为 零 。(2) [22,1]= 一 p,[12,2] 二 [21,2] 一 p, 其 他 的 均 为 零 。 
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(3)[22,1]= —r,[33,1]= —rsin20,[33,2]= — г ѕіпбсоѕ0, [21, 2] = [12,2] = r, 
[31,3J=[13,3]= rsin20,[32,3]=[23,3]= r sin0cos0, F fB J ЖЖ. 

5.9 计算 度量 为 d= (1х1) HE (х1) ](dz2)2 时 的 第 二 种 克 里 斯 托 费 
尔 符 号 。 

解 ” 因 为 giS lga = (2°) la) ,gs 一 0, 且 其 他 gj 二 0(i 关 让 ,所 以 可 利用 
题 5.6 的 结果 ,于 是 有 


1 1 дв» 1 1 1 
| Dp Dx 2 (一 27 ) х 

2 — 2 _ 1 9да» _ — z! 

21 12 2gx дх' yY — (х)? 
2 _ 1 дрэ __ л? 

22 262 дл? (22)? — (z! 3° 


其 他 均 为 零 。 

5.10 计算 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符 号 ,相应 的 度量 为 (1) dy = (ат) + 
Cr Y Cdr?) + (х!) sinz? Cdr?) ; (2) d? = (ал) +-G(z!,z2)(dz°)° 其 中 G 是 > 
Ж x? HIRR 

答 只 有 下 列 第 二 种 克 里 斯 托 费 尔 符号 不 为 零 。 


1 1 > [2 1 /2 . 

(1) =.) |= атах, | = 去, |= засо, 
22 33 12) ж {33 
-las 

一 == г: = 一 COtz °; 
13 31 х 23 32 

(гу |! 128 121_121 126 |2\_1әС 
29 2 д2) 112 21| 2GƏxz!)']22] 2G2Ə2x:2:° 
һу Өх” _ п \ 3x” дх”дхт"{т 

5.11 Суару МЕХ аат і. 


证 见 5.1 节 的 式 (5.12) 。 

5.12 试 求 下 列 张 量 相对 于 e 的 协 变 导 数 ; 

(1) в„А*; (2) AiB,; (3) ÑA; 

Ж gnA*,, AL Bi HA Be., SA。 

5.13 试 求 下 列 张 量 相 对 于 e 的 协 变 导 数 : 

(1) Ан; (2) А*; (3) Аі ,; (4) Alus (5) Аж. „ 


_ Аһ [|$ fs 
й (1) Au 一 本 ИТ M 
jk ; k 
(2) д® = +) А) ja’ 
дх qs qs 
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9 人 4 1 
(3) A -| Jas 


qs 
(4) i |a, - |; „+, JA", 
ax’ kq lq qs 
(5) Ай ==) * ја. -| | Atm? Am 
YY Әх" mq ”lag qs 
k 1}. 
+| + | ja 
qs qs 


515 A, 是 张 量 , 试 证 A, 042 — М JA, 是 张 量 。 


证 因为 A 一 225A;, 所 以 
dr 


дА, _ 3x” JA, дх r" 
oz адхі дх' Әх azriaze ' 
将 | 
Fax _ /nl9r” Әх әх |" 
дж) дх* jk Әх" Әх! дл |ü 
代入 上 式 ,得 
gA; gzr gz дА, | дх' _ 9x' az |", 
3x? дж! Ix? дж jk J Әх" Әх? axt {и |" 
_ Jx? дт“ дА, п A _ aðr? 9х* { 5 A 
Әз? ar Әл |] " Әх) ar 四 | 
JA; [т — 22 各 (党 > 14 ) 
дх* ДЕ] ` дї? дх*\дх* pg 
可 见 4 是 张 量 。 | 


5.17 试 证 以 下 各 项 的 协 变 导数 为 零 :(1)g;; (2)g*; GSL 


N де 5 s 
Ш (1) ga. = ек| |e 


—8x r, — ; 
94% [79,5] [29,21 


根据 题 5 .3， 可 知 gj,4 = 0. 
(2) єл, =°#= + + А A + 二 | Ja” 


根据 题 5. 4, 可 知 g =0. 


(3) 91, = Ñ DERN |0:=0— (7 (2 |=о 
Ра 95 kq qk 
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5.19 WR 全 ,了 B 包 ,相对 于 z* 的 协 变 导 数 。 


解 aBn) = AEB _ | ° јав, — | 5 AB, | 
ax’ kq nq 
J | { ‚б ры m| p. 
+l \дъв=, + | асве, + | ABE., 
95 qs 95 
= (225 - |, Jas, + | Jas, |B”, 
д2* kq qs 
1 
+ as (282 — | ° |as + | Bz. + тве.) 
92* (лд д5 qs 


= Ai, B, + ARB” 
5.21 RECAE) g = дА 
证 因为 ga. = 0, ВТЕ 
(ga A)... = ga. A. T g P A... = ERA n 
5.23 ERRERA P KH E X Et А” 的 物理 分 量 表示 A’ 的 散 度 ШУА”, 
a HERR t =р, х'=ф, t ==, И 


1 0 0 
g= |0 ë 0|=@, Vg=p 
0 0 1 


用 А„,А„,А, 表示 А? 的 物理 分 量 , 则 
= Jgn A' = А!, A, = VEz ? = оА?, А. = /ga| A = А? 
diva’ = —— -Z ZAD 


= Ne AD +5 TA += GA, )] 


5.24 在 球 坐 标 系 里 ,试用 A? 全 divA*。 
1 әл, 
rsin eA rsin0 дф ° 
5.25 在 以 下 坐标 系 里 计算 Vv 更:(1) 柱 坐标 系 ;(2) 球 坐标 系 。 


解 вгаіф= Уф 经 = 


答 divat = 520A, )+ 


2 Csin0A,) + 


Ф,„, 


与 DANMARK A =” 70 RERO. 42) ,有 


re 人 区) 专访 Wi 29) 


(1) ERRA Pg” 1, 821/0, в =1, Vg 一 p, 所 以 
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к Гау 2ð\, 3/1 398\, ә 22) ] 
v ° [3 AG AAF AAG 1 
ro, 1 2 žo 
Io е дф? дз? 
(2) 在 球 坐 标 系 中 ,g!! =l, ii g” == 1/т°в1п°@, Vg 二 1/r?sin9,; 所 以 
2p— 1 9 [2 д 9Ф д a/l s2) ] 
v e= aall sing Š ðr 2)+ (sino u AET Jg) 
_ 1 2/2 1 1 аф 
r 507 дғ + 2 sin0 AG inĝ 20)+ rsin’ 94? 


5.27 ТЯЖКЕ ЖЕЖ, АЖ E TAS B 3k. (1) 不 变量 Ф; 
(2) А?;(3) A; (4) A”. mo 
SG ах“ o$ dz’ _ dó 
解 а) Би =Ф., d gred d 
8А! a; das _ /9Ai j |a ddr 
òt Аза (22 Mea 
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(2) 


ЗА dz J 1， dz? ад! РИСУ 
© axt dt (Ja dt d M 


(з) Ea A de (2A Аз | дз 


òt беа, ax kg gs ШТ 
аА, _ 5 ; ах" Ј ‚ ах" 
а М + ја. 9 
— Ajk dx’ __ (22 Imn $ jk 
(4) 5 АЛ, ыд 4; гут q АЖ. onn 
$ . | ] kl 
-| i |At=] ° At. + | ПЕ МАн...) 
mq nq qs qs dż 
ЗАА. [5 Až „%©—|°* aa д [S |a 
dc lg *+ gnn ағ mq s» isn dt nq *+ іту 
ах“ J + dz’ k |, dz? 
dz 十 | Atu Ф; + | At. dz 
5.28 试 求 以 下 各 项 的 内 豪 导 数 :(1) gnA*; (2) HA; (3) „д!А»,, 
SA^ dA’ k ‚ dr? 
= х,у-— == N 一 .一 一 5 — 
АЕ + А га 
Ta аА, |s}, dr 
(2) $: di М бш 
SA- dA”. 5 dx’ r Дх“ 
3 y j P -ey P r 一 一 s ~ 
aa СУ, za | d: М к И а ) 
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5.31 ЖА, УВ, ЯЕ Уо 和 ws 的 相对 张 量 , 试 证 它们 的 内 积 与 外 积 是 
权 为 wi 十 wz 的 相对 张 量 。 


证 由 假设 有 
gi = (22| ar ахл, 
* дх дх? дх* “` 
5 дх |” Әх! Әх" Әх 
т 一 二 一 ==В*, 
Вл, дх дт” Әх" Әх" 
外 积 
—. — дж | "t? gri Ix! Ir! Ix” дх' 
AB”, = 227 дт дл" IT At B, 
* Pal Әх? дх* Ix дх' Әх 


可 见 外 积 是 权 为 wi 十 ws 的 相对 张 量 。 任 何 内 积 都 是 外 积 的 缩 并 ,所 以 内 积 也 是 权 为 
wi 十 ws 的 相对 张 量 。 
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2 一 1 1 

一 2 一 | 

1 一 | 2 

言 (2,1, 一 2), 求 作用 在 该 平面 上 的 应 力 和 沿 方向 二 的 应 力 。 
解 作用 在 该 平面 上 的 应 力 为 


7.1 设 在 已 点 的 应 力 张 量 为 (ay ) = , 某 平 面 法 向 量 为 = 


2 -1 1 
s = nio) = 3-02, 1,—2|—1 2 —1 = ( 
1 —1 2 
沿 方向 n 的 应 力 为 


0 
7.2 物体 内 某 处 的 应 emi | 
2 


在 平面 x 十 3y 十 xz 二 1 上 的 应 力 向 量 。 


3 1 


解 平面 z+ 3y 十 * 一 1 的 法 向 量 的 方向 余弦 为 一 (一族 -， T n 


此 ,作用 在 其 上 的 应 力 向 量 为 
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1 
= поо) = (一 ра 
бнт" vir Мт ө 
НЕНИ 
it 
k 
= ті лт! + 


0 
1 
2 


7.3 物体 内 一 点 的 应 力 状 态 由 下 面 的 矩阵 给 出 :(or = |400 о 


300 0 一 100 
试 求 通过 这 点 ,并 平行 于 平面 z 十 2y 十 2z 一 6 一 0 的 平面 上 的 应 力 向 量 。 

解 “平面 z 十 2 十 2z 一 6 一 0 的 法 向 量 的 方向 余弦 为 mn 一 | 言 , 2, 也 |], 因 此 ,所 
求 应 力 向 量 为 


200 400 Ü 


200 400 300 
40 0 0 
300 0 一 100 
EA ijik 分 别 表示 在 x,y,z 轴 方 向 的 单位 向 量 , 则 有 


_ 1600; + 400, + 100, 


с = п(0;) = ЕЯ 2, £) 


100 一 10 20 
7.4 物体 内 一 点 的 应 力 状态 由 下 面 的 矩阵 给 出 ; | 40 [ 


20 0 —100 
试 求 不 变量 五 ,于 ,于 及 主 应 力 的 值 。 


工 一 人 0 一 1 
解 ”det(g 一 A1) 二 | 0 —1—А 0 |=л4(2—4)(1+4)=0 
—1 0 1—A 


解 得 本 征 值 为 4 二 0, А2, ;二 一 1, 主 应 力 的 值 就 是 本 征 值 ,所 以 主 应 力 为 
(Gs oz, оз) = (0, 2, — 1) 
不 变量 为 
T= tr(s;) = oc; = 1 
І, = Соу) — 00(05)) |= + (e. 05 — ojoj) =— 2 
І, = det (оу ) = 0 


7.5 иу = — уа, + Ваз, из = уа T ааз, из = — Ваз taaz, aß y 为 常数 。 求 位 移 
梯度 张 量 。 
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о —у B 
# 位 移 梯度 张 量 (Fi) 一 入 一 y 0 =al. 
gp a 
7.6 zi 一 2as， za, Zs 一 44s， 求 位 移 梯度 张 量 。 
0 0 2 
解 位 移 梯 度 张 量 (F,) 一 5 一 1 0 0l 
0 4 0 


第 9 章 MATLAB 在 矩阵 和 张 量 
运算 中 的 应 用 


用 MATLAB 求解 下 面 的 习题 ,要 求 写 出 MATLAB 命令 行 。 
1 2 3 4 


>>A=sym( [1 234;1,—123;481216;0231]); 
>> Result= гапк(А) 


Result=3 

+1 t 1 
9.2 REE s| о Бу Я: 
解 


>> A=sym('[t+1 t;0 t+5]'); 
>> В= зутаб(' 1/0002) ж (ї-+Е+5))'); 
>>> Result= А x В 


Result= 
[ 1/G+2)/Gt+5)* (t+1), 1/G-2)/G-+5)<*t] 
[ 0, 1/(t 十 2)] 


а b 


C 


А . 计算 4XB 和 BXA。 


解 


>> A=sym([a b;c d] ); 
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>>B=sym( [c d;e f] ); 
>>А* В 

ans 一 

[аж с-Ьке, ах 4+6 * #] 
[с2+аже, cxd 十 dx 全 


>>B* А 

ans= 

[axc 十 cxd， cx b+d2]J 
[exa 十 fxc， Ь+е+4+*{] 


9.4 ЖТ АЕ ЕЕ; 


2 оо 
8 2 —1 
0 2 O 
(1) 4= |1 6 2]; (2) B= 
0 0 2 
2 一 上 1 
о 0 0 


>>> A=sym('[8 2,—1;1 6 2;2,—1 1]); 
>> Result =inv( A) 

Result= 

[ 8/83, 一 1/83， 10/83] 

[ 3⁄83, 10/83， —17/83] 

[ 一 13/83， 12/83, 46/83] 


(2) 


>D>A=2 ж eye(4); 

—>— A=sym(A); 

>> Result=inv( A) 
Result = 

[ 1⁄2, 0, 0, 0] 
C 0, 1/2, 0, 0] 
[ 0, 0, 1⁄2, 0] 
L 0, 0, 0, 1⁄2] 


9.5 求 下 列 矩 阵 的 本 征 值 与 本 征 矢量 ; 
2 4 2 一 1 0 1⁄2 

(4 8 4; DJ] оо of, 
2 4 2 2 0 一 1 


N о о © 
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解 ad) 


>>A=sym( [2 4 2;4 8 4;2 4 27); 
>>[v;e]= eig( A) 

у= 

1, 0, 1] 

0, 1, 2] 

—1, —2, 1] 


гл гп гп 


>>A=sym('[—1 0 1/2;0 0 0;2 0, —1]'); 
>>[v, e]=eig(A) 


[ 1, o, 1] 
С O, 1, 0] 
[ 2, 0, —2] 


е== 


[ 0, 0, 0] 
[ o, o, 0] 
[ 0, 0, —2] 


>>syms t 
>>A=sym('[1,0 0;010;01 1] ); 
>> Result= ехрт(А x t) 


Result = 

[ expt), 0, 0] 
[ 0, exp(t), 0] 
[ 0, txexp(t), exp(t)] 


2 —i 3 
9.7 ЖЕ 2i 2| 的 行列 式 值 。 
0 1 1 
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解 


>>A=sym('[2, —i, 3;1 2xi2;0 11]; 
>> Result= det(A) 


Result = 
145 +1 

一 1 3| 、 1 
9.8 A= | ,计算 (43 — A 十 24 一 21) 1, 
解 


>> A=sym('[—1 3;2 1]”); 
——Result=inv(A-3— A72 +2 x A—2 ж D 
Result = 

[ 0, 1/18] 

[ 1⁄27, 1/27] 


~i 1—21 


9.9 A= | 


| ,计算 A К ЖЕРЕ, ДЕБЕ БЕШ ЖЖ ЗЕБ ЕЕ. 
解 


>> A=sym('[—i 1—2i;2 1]); 
—>==TransA=A. ' 

TransA = 

L Ti, 2] 

[ 1—2xi, 1] 
>>conj А = сопј(А) 


сопЈ А = 
[ i, 1+2+*1] 
[ 2, 1] 
>> Негт А = А! 
Негт_А = 
L і, 2] 


[ 1+2<i, 1] 


‚ fZSiny х"+у 
9.10 5295 1 ea |° 
ху 
解 


>> A=sym('[x * sin(y) xn+y;1/(x* y) exp(ix хж у) ]'); 
>>Result=diff(diff(A,’'x’),'y’') 
Result= 
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[ cos(y), 0] 
Г 1/x2/y2, ixexp(ix x* y)—y* x* exp(i* x* у) ] 


zyz 
9.11 Ф| zy | 对 (x y z) 的 偏 微分 。 
yz 


解 


>> A=sym('[x *yxz;x* y;iy* z] ); 
>>B=sym('[x y z]'); 
>>Result=jacobian( A,B) 

Result = 

Г yxz, xxz, x*y] 

Г у, х, 0] 

[ 0, 2, у) 


1/2 —i 
9.12 таж, a naam, 
解 
>>>A=sym('[1/2,—i;i 1/2]'); 
>>[U,V ]=jordan( A) 
U= 
[ 1⁄2, 1/2] 
Г —1⁄2*i, 1⁄2 *;i] 
V= 
[ —1⁄2, 0] 
Г 0, 3/2] 
2 5 0 2 
9.13 X+ 一 0。 
mel | 1 А 
解 


>>A=sym( [2 5;1 3J); 
>>B=sym( [0 2;1 47); 


>>X=—A\B 

x= 

[ 5, 14] 

L —2, —6] 
验算 
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>>A=sym( [2 5;1 3] ); 
>> B=sym(Ç [0 2;1 4]; 
>>X=-—B/A 

x= 

[ 2, —4] 

[ 1， 一 3] 


я. 


>>X* A+B 
апѕ = 

[ 0, 0] 

[ 0, 0] 


1 0 


9.15 求 矩 阵 |2 2| 列 向 量 的 标准 正 交 基 。 


0 1 
解 


>> А=вут('[1,0;2,2;0,1]'); 
>> Result= colspace( А) 
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9.16 在 MATAB 中 生成 一 个 五 阶 的 单位 矩阵 和 一 个 四 阶 的 随机 和 矩阵。 


Result= 

[ 0, 1] 
L 1, 0] 
[ 1⁄2, —1] 
解 
>> A= еуе(5) 
А = 


о о о о н 
оо о н о 
© с — о о 
@ к о © о 
= о о о о 
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—>—B=rand(4) 

B= 
0.9355 0.0579 0.1389 0.2722 
0.9169 0.3529 0.2028 0.1988 
0.4103 0.8132 0.1987 0.0153 
0. 8936 0.0099 0,6038 0.7468 


9.18 Æ MATLAB 中 利用 MAPLE 的 张 量 包 (tensor) 生 成 一 个 零 阶 张 量 ( 标 


а qa 
° 
а21 а22 


量 )[Laj, 一 个 一 阶 张 量 ( 矢 量 )[x у z], - ИЖЕ И) | 
解 


>>maple(’ with(tensor) ’); 

>> А = maple( create([] ,a)’') 

A= 

TABLE([Lindex_char=[], compts=a]) 
>>B=maple( create([1],array([x,y,z]))’') 
B= 
TABLE([Lindex_char= [1],compts= vector([x,y,z])]) 
>>C=maple(' create([1,—1],array([[all,al2],[a21,a22]]))') 
C= 
TABLE([index_char=[1,—1],compts=matrix([[a11 ‚а12],[а21,а22]])]) 


9.19 在 MATLAB 中 利用 MAPLE 的 张 量 包 (tensor) 计 算 二 阶 张 量 


0 1 
ху & 91 — ИКЕ От, 1, т) АН, 
0 0 z 


2 > maple('with(tensor) ) ; 

>>> таріє('Т :—create([1, —1J, array([[x,0,1],[y,xy,z],[0,0,z]]1)”; 
>>— maple('U :=create([1],array([m, 1, nJ))”); 

2> — innerprod= maple('prod(T,U,[2,1]) 

innerprod 一 


TABLE([Lindex_char 一 [1],compts 一 vector([xx m 十 n， yx m 十 xyx1 十 zxn， zx npp 


附录 C 的 部 分 习题 解答 


C.1 试用 柱 面 坐标 系 表示 矢量 a 一 zi 一 2xj + yk, 
R 例 C.1 有 
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e, = соѕфі + singj (a) 
e, =— singi + соѕфј (b) 
e, = К (c) 
联 立 解 式 (a) 与 (b) 得 
i = cospe。 一 sinpey， j = singe, + cosge, 
于 是 
a= x — 2=j + yk 
= z(cosge, 一 singe,) 一 2ocose(singe, + созфе„) + osinge, 
= (zcosp 一 20singcosg)e, 一 (zsinp + 2ocos° ф)е, 十 osinpe- 
以 及 
а, = zcosg — 2psingcosg 
ay =— zsing — Z2ocos° e 
а. = psing 
Сз 试 证 对 6， 一 Ye， 各 es 一 一 $e,, 式 中 字母 上 面 的 圆 点 表示 对 时 间 的 导数 。 
证 根据 例 C 1 有 ; 
e, = cospi + singj, е, 一 一 Sinpi + cosgj 
于 是 
Че, =— (sing)g i+ (cosp) Hj =— (sinpi + cosgJ)ë = фе, 
Sre, =— (cosg)ëi — (sing)gj =— (cosgi + singj )9 =— фе, 
С.5 试 求 柱 面 坐 标 系 中 的 弧 元 平方 ,并 确定 相应 的 标量 因子 。 
a ”方法 一 
х = pcosp, y=psing, z = z 
dz =— psingde + cospdp， dy = pcospdp 十 sinpdo， dz = dz 
于 是 | 
d’? = dz’ + ау? + аг? 
= (— psingdg + соѕрар)? + (рсоѕріф + ѕіпрір) + (dz)? 
= (do)? + Cdo)? + (de)? = h? (dp)? + А (do): +h? (dz)? 
故 有 标量 因子 
h =h, = 1, № =h =p h =h =1 
方法 二 
位 矢 


= рсоѕфі 十 psingj + zk 
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于 是 
dr= Fdp + 54е + 5242 
= (соѕфі + singj ) 4р + (— рѕіпфі + рсоѕфј ) р + kdz 
= (созфдо — osinede)í + (ѕіпфар + ocosedç) j + kdz 
Ж 
452 = ағ • dr 
= (cospdp — рѕіпфіф)? + (ѕіпір + рсоѕрӣф)? + (dz)? 
= (do)? + ° (ар)? + (dz)? 
C.6 试 求 椭圆 柱 坐 标 系 中 的 弧 元 平方 ,并 确定 相应 的 标量 因子 。 
Æ ds =a (ѕіпл?и+ѕіп?о) (ан? аъ?) Бағ? 
hı=h, =a Vsinh uFsin v, А, =1 
C.7 试用 球面 坐标 系 解 题 C. 5。 


解 от = ғзіпбсоѕф, у = rsinĝsing, z = rcosb 


于 是 

dz 二 一 rsingsinpdp 十 rcosgcospd0 十 singcospdr 

dy = rsin0cosedg 十 rcosgsinpd0 十 singsinpdr 

dz =— rsin0d0 + cos0dr 

ds? = (dr) + (dy)? + (dz)? = (dr)? + r (d0)2 + r° ѕіп2 0а)? 
故 标 量 因子 为 


h == В, = 1, №, = h = r, h, = Һ == rsin0 

C.9 试 求 柱 面 坐标 系 与 球面 坐标 系 中 的 体积 元 。 
解 ” 正 交 曲 线 坐标 系 ui ,uz ,us 中 的 体积 元 是 

dV = hhh, аи, du duz 
(1) 柱 面 坐标 系 

ú =p, иш = ф, и==; h =1, h: = p, h, = 1 
故 有 
dV = (1)(p)(1)dpdpdz = pdpdpdz 

(2) 球面 坐标 系 


u, Sr, и; = 0, из = ф; h = 1, h, = r, h, = rsin0 


故 有 
dV = (1)(r)(rsin0)drd0de = ғ ѕіпдағабаф 
С.10 А ИЕЛЕ ЖТ BS K НО. 
答 а? (=пл?и--ѕіп о) диаоах, 


С. 11 设 U s Uz s из 是 正 交 曲线 坐标 , 试 证 Ts y, 2 相对 于 Us Uz s Us 的 雅 可 比 
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为 hihshs。 
证 

дх ду CE 

ди, ju, du, 

7( х,уз& )= д(х,у,2) [ах ду х 

U, s U2 U3 IlU, suz из) ди; Juz ди; 

9х ду де 

диз диз диз 


дх., ду, dz ax. ду. dz 
= (Zi Sy 52). (522+ 52 +52) 
(о + д 2 J 2 


x (52 i+ 52) +š k) 
дг, дг dr 
ðu, ди; dus 
= ре * hze, X hze, = hih;hysëe, * е Хе; = hih,hs 
С.12 试 求 柱 面 坐 标 系 与 球面 坐标 系 中 的 雅 可 比 。 
E (lo; (2) r2sin0, 


C.13 i Ul s U2 Из 为 广义 坐标 , 试 证 jx， ээр, ,与 Vu ,Vu ‚Миз 为 互 道 系 。 


1, 

а 4 ‘AF p Ууд 可 以 是 1,2,3 中 的 任 
何 值 。 

— r дг дг 
dr = Ju, du, + э, du + 55 du; 
左 点 乘 Vui ,有 
д 9 
i e dr= du, + (Vu . 元 jdu 十 (Vu, 。 э. du: + (vu z и 
或 
д д 
Уш бл = 1, Уш +з 0, Vu) ° = 


同 理 , 左 点 乘 vus ,Vzs ,可 得 所 证 结果 。 
См ” 试 求 柱 面 坐标 系 与 球面 坐标 系 中 的 2 ,了 T SER Vu Vu ‚Уи; ,并 证 明 


这 些 系 中 el =E, ,е, =E,,e, =E, 。 
E d) 柱 面 坐标 系 


ar _ у, ar ar 
了 5 一 cosp T singj » Эф psingi + осозфу ， 55 k 
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Vo = Zit = cospi +singj, Vg = 25181 17 eosg, „к 


Му? P 
(2) 球面 坐标 系 
ar = singcosgi + sin0singj + cos0k 
= = rcosOcosgi 十 rcosgsingy 一 sinĝk 
дг . . . А А 
区 二 一 rsinĝsingi + rsin0cosgj 
Vr = =t tyitæ&k _ singcospi + sin0singj + cos0k 
99 = zzi + yzj — (x + у )k _ cosĝcosgi + cosôsingj 一 sin0k 
(z: + y° 22) уа? + у? r 
gw 二 二 и +Ех] __ — singi + cosgj 
Р х? + у? rsin0 
py дг дг дғ _ 
С.15 {сл эш (Уш * Уш ХУшщ}=1, 


证 ШЁС.1ЗЕ[, 07, 7.97 5 Vu Vu Yus 是 互 道 矢量 组 ,于 是 有 1. 26 
и] иә из 
题 (a) 中 的 结果 。 


由 题 C. 13 有 
Ju дш дщ 
Ми, * Уи X Уи; = диг диг дш | _ (= =з 

дх ду 92 TY 
ди Im аи 
дх ду д2 

所 以 

7 TX, y, z )у (Жыз \— 1 
И» И2 Из х,у, 
即 为 所 证 。 


С.16 BHA 2° — y =2u cosu, zy=usinu; ,z= из, (1) 证 明 该 系 为 正 交 系 ;(2) 
求 雅 可 比 。 
1 
Z (2) 2° 
С.17 推导 正 交 曲线 坐标 系 中 VG 的 表示 式 。 


解 УФ fie, + fre, + fie ‚р f, ‚Р.Р 待定 。 
因为 
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_ дг дг дг _ 
dr du, + duz | du; hı е, du, + h; ез du; + ћзез dus 
ди, ди» диз 
又 有 
d = ve. dr = h, fidu, + h, f. du; + h; f; dus (a) 
但 | 
аф = 2® du, + 2B du, + 2È du; (b) 
ди, ди» диз 
(а) = (Ь), 48 
_ l Ф 1 2Ф — 1 аф 
fı hi ди’ £ h, Juz 二 万 из 
уф = е дф е, JP е: дФ 


h ди, h, ди; А; диз 
Й ТУ 可 表示 为 

y= e д e; 3 ез 2 
А, ди, А, ди» Аз диз 
C.18 推导 球面 坐标 系 中 Vy БУ + a 的 表示 式 。 


av, 19v 1 д 
= = ,十 
=) (1) vv re 20% rsing ag 


Jag 
9 Je 


1 9 
(2) V ° а=-у--(у°*а, ) + зр (singa) + 


C.19 Жои,и;,и, МЕЖА, (1) ВЕН | Уи, | =h;', р=1,2,3;(2›ЕВН 
е, = Е, 


证 (1) 在 题 C.17 中 , 令 фи, 


Vu, = — 
1 
于 是 
аһ С [е |= D 
同 理 , 令 6— u, 或 us 时 ,可 得 
| Vu: |= hz’, | Vu, |= hš! 
(2 定义 E, = т ш ¿T ЕЗЕН 


E, = h,Vu, = e, 
С.20 给 定 下 列 坐标 变换 = гу, 2и =а уб, и = =, (1) 证 明 坐 标 系 是 正 交 
的 ;(2) 求 雅 可 比 ;(3) 求 d, 


1 
答 (2 
E (D 一 
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(2° Бу?) (аи? + duż ) — 4хуйм duz 


(3) 45° = (= угу? + из 
из (dui + duz ) — 2и da dus | 2 
= d 
200 ul) из 
С.21 i$ uru us 是 正 交 坐标 系 , 试 证 el Shh; Ми; X Ми» ,并 求 €z » ез 与 此 相 
应 的 表示 式 。 
证 HHE C.19 可 知 
= © = © — ёз 
Ми, = к? Уи, Ь;? Миз Р, 
于 是 
_ е Хе; е 
Уи, > Миз hsh; hah; 
Вр 
е, = hh; Ми, X Миз 
同 理 可 得 


e, = Аһ, Vus X Vus, ез = hih: Vu, X Уи, 
С.22 试 求 半径 为 a 的 球面 上 的 弧 元 。 
Æ 4: =а?[а0 + ѕіп 0а ]. 
С.23 试 证 正 交 坐标 系 中 ， 


VX (ае) e 9 


АЙ, диз 
证 V X (ae) = V X (akı Vu) 
= Ç (a,h,) x Vu, 二 ah У х Ми, 


(ahi) = 


д 
3 
hih, ди» (ahi) 


= V (ah) хр + 0 
] 


_ е д е» д ез 
= К Ja, (h) +9 ди“! +; КАП y Я 
_ е, 9 ез 

hash диз (а А) 一 га PE. заба, ) 


С.25 推导 正 交 坐标 系 中 curla=V Xa URAR. 
解 V Xa = VX (ae, Haze, 十 ases) 
= V X laie) + V X (ае) + V X (a; es) 
根据 题 C. 23, 有 


Vxa= | $ — (aih 1) 一 


hahi диз E 


e 2 
gah ) |+ [з Jo (аһ) 


— © je larh) |+ а. 2 (аһа) ё 2 Casha) | 
hash, д ди; зй и} 
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一 


_ ё — 2 е hı) 
= [age Е Car 


一 和 Co) 二 °з [Г (a,h,) = 52-6) | 


hihz 
Вр 
her Ре hses 
1 ә 9 ә 
сша = У Ха == ha Ju, Juz Ju, 
aishi azh} azh; 
C.26 BEZERRA diva V + a 的 表示 式 。 
E у.а [5 (ал, ha)+- (абый ›+— (ahh ) |. 
C.27 推导 正 交 坐标 系 中 Vv q 的 表示 式 。 
E 由 题 C.17 有 
设 а= Уҹ, IJ 
1 аҹ _ 1 Әр _ 1 аж 
а = h Jua? PT h gu T ha диз 


应 用 题 C. 26 的 结果 ,可 得 
V. a= V + ур = VY 


_ 1 [ 9 (5 2x) д (№ s”) 9 (2 2x) ] 
hihzh; ди, h, du ди» h: ди» диз hs диз 


С. 28 иннин ни 2 22-0, 


= 92-а (sinh2x + sin? у)ф. 


С.29 推导 柱 面 坐标 系 中 Y Xa 与 V 6 的 表示 式 。 
he he Pses e, pe e. 


P 


_— 1 Ja а аә|1|9ә9 ә а 
й (1) V Xa =E | Эш дш Эш | plo дф Эс 


hia h:a hsas a pa , a. 


p 

1 ffa, да, да, 

=z (l3 э еа, letl 098 )е, 
+ 


9 да 
9 ›— эё [| 
[5 рч дф 
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2 1 | д hh; дФ 
(2) У Ф А.А, Аз TA А, 2) 
д (zn 22) 9 (= 2) ] 
диз \ h. ди; диз \ h, диз 
_ 1 а, дф\, 3/1 I, дү дф 
rn ЛИЛЕ AAG Se) | 
_ 1 2 | 22); 1 o , Ф 
| 
о 9р“ el ә дф az 
C.30 推导 柱 面 坐 标 系 中 VG@ БУ + a 的 表示 式 。 
дФ 1 2Ф дФ 
ЭУ — 
答 vb др де°* 9% 


-4f 2 да, д 
y а Eta | 


C.31 推导 球面 坐标 系 中 Y Y 的 表示 式 。 


вт а а а ды ы. дш) эш гш] 
o m 1 - Е (“абзар х) д k 22) 
r)(rsing) Lor (1) ar дд r 20 
(R тү] 
дф rsin дф 
Е та sing A 22). ЛЕ 1 | 19 ^1 | 


_ 1 9 (5 z2) 1 2 (sino 2) 1 ov 


r дғ дк] r'sin0 20 90) 产 sin20 дф 
С.32 推导 球面 坐标 系 中 Y Xa 的 表示 式 。 
1 д А д 
ж = || 一 -一 
答 VXa sig | |g Sina) зр |е 


da, д А д да, . 
+ Ë 一 Z Crsinta p) |re, + ЕС 一 sine, | 


